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Vorwort 

Die vorliegende Dissertation besteht aus zwei selbständigen 
Teilen: 

t) Spektralanalytische Lebensdauerberechnwig regellos 
schwingend beanspruchter Bauteile mit FFT 

II) Berechnung räumlicher Spannungen in den Gleitebenen 
von Zweiteilchen-Sintermodellen mit FEM 

Beide 'Diemen wurden mit Hilfe moderner numerischer Verfahren 
bearbeitet. Der AiJ1Wendunesum..fang derartiger Verfahren und die 
Ausdehnung auf bisher nicht erschlossene Gebiete hat im letzten 
Jahrzehnt parallel zur Computer-Entwicklung beträchtlich zu
genommen·, weil die numerische Behandlung quantitative Aussagen 
ermöglicht, die mit analytischen Verfahren nicht erreichbar 
sind. 

Das gilt auch für die im Teil I verwendete schnelle Fourier
transformation (FFT) zur digitalen Signalanalyse und für die in 
Teil II benutzte Finite-Elemente-Metilode (FEM) zur Berechnung 
von Feldprobiemen. 
Trotz gravierender Unterschiede der beiden Verfahren (FFT ge
hört zu Klasse der Integraltransformationen und FEM zu Lösungs
verfahren der Variationsrechnung) ist ihnen gemeinsam, daß sie 
theoretische Vorläufer zu Be ginn des Jahrhunderts durch Rwige /1/ 
für FFT und durch Ritz /2/ für FEM haben, aber erst mit der 
Entwicklung der elektronischen Rechentechnik ihre eiGentliche 
Bedeutung erlangten. Das heißt, sie wurden von anderen Autoren 
neu vorgeschlagen, so 1956 die FEM durch Turner, Clough, Mo.rtin 
und Topp /3/ und 1965 die FFT durch Cooley-Tukey /4/ und später 
ais. Modifikation zu /2/ bzw. /1/ interpretiert. Die FFT stellt 
ein Produkt der theoretischen Nachrichtentechnik dar ilnd die 
FEM wurde im Rahmen der Festkörpermec~~ik entwickelt. Inzwi
schen haben sich beide. Verfahren auf den verschiedensten Fach
gobioten durchgesetzt. Die FFT wurde bereits auf Probleme der 
Betriebsfestigkeit und die FEM in der Sintertheorie angewendet, 
nicht aber bezUglich einer "Sohädigungsgradienten-Zeit-Funlttion" 



und bezüglich einer Spannungstens~rkomponente in den Gleit
ebenen von Pulverteilchen. 

Die Neuo.rtißkeit der .Anwendung beider Verfahren ergab sich aus 
analytischen Vorarbeiten zu den genannten Themen. Neu ist so
wohl die Einführung und Fouriertransformation einer Schl:i.digungs
grad iei1ten-Zei t-Funktion und die .unkonventionelle Verarbeitung 
der Ergebnisse in Form quadratischer ~!ittelung im Teil I als 
auch die Berechnung von Schubspannllllgen in rotationssymmetrisch 
idealisierten Gleitebenen und die darauf basierende Er-mittlung 
aktivierbarer Volumina im Teil II. In beiden Fällen wird die 
numerische Behandlung zunächst durch analytische Herleitungen 
begründet. 

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof.Dr.·-rng. Hans Prochnow, 
der als Forschungsgruppenleiter stets die Arbeit an dieser 
Dissertation umfassend gefördert hat. 
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netik danke ich Herrn Prof .Dr.-Ing.habil. Werner Sobatt und 
Herrn Prof.Dr.so. techn. ];ckha.rt Friedrich. 

Weiterhin danke ich meinen Kollegen Dr.-Ing.Siegfried En.gelbrecht 
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Herrn Dr.sc.n~t. Winfried Schirotzek von der Sektion Mathematik 
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Teil I 

Spektr~lanalytische Lebensdauerberechnung regellos schwingend 
beanspruchter Bauteile mit FFT 

1'. Einleitung 

Zur Lebensdauerberechnung ist neben der Kennzeichnung des ErmU
dungs-Werkstoffverhaltena und der Schadenaakkwnulationshypothese 
eine rationelle Beschreibung der Beanspruchungs-Zeit-Funktion 
erforderlich. Dabei muß die !Ur den Einsatz des Bauteiles typi
sche Beanspruchung erfaßt und so formuliert werden, daß. die rreß

geblichen Parameter bezüglich der schädigenden Wirkung enthalten 
sind. Es gilt als erwiesen, daß vor allem die Häufigkeitsvertei
lungen der Amplituden für die Lebensdauer ve·rantwortlich sind. 
So ist die Frage, wie oft eine bestimmte Amplitude in einem vor
gegebenen Zeitrawn auf das Bauteil einwirkt, viel entscheidender 
fUr die Lebensdauer als z. B. die Frage, mit welcher Frequenz 
diese Amplitude vorliegt. Deshalb wird auch gegenwärtig der Nach
weis auf ErmUdungsfestigkeit Uberwiegend auf der Basis von Ampli
tudenverteilungen gefUhrt. Diese Verteilungen werden durch Klas
sierung der Beanspruchungs-Zeit-Funktion in gleichabständigen 
Beanspruchungsstufen ermittelt. Dabei werden Beanspruchungszyklen 
als Aufeinanderfolge von maximalen und minimalen Extremwerten 
interpretiert. 

Bei einparametrischer Klaasierung entsteht ein Beanspruchungs
kollektiv, das eine direkte Lebensdauerberechnung ermöglicht, 
wenn das Kollektiv bezUglich einer konstanten Mittelspannung 
symmetr~sch ist. Beispiele dieser Klassierung sind die Zählung 
der Uberschreitungen, die Schwingbreitenzählung, die Zählung aller 
Mlxima und die Zählung re~ulärer Spitzenwerte /5/. 

Im Falle zweiparametrischer Klassierung wird zusätzlich zur 
Schw.ingbrei te noch deren Iage ermittelt und als momentane Mittel-

" spannung Om und zugehöriger Amplitude Öa bzw. als Waximum ö 
V 

und darauf folgendes Minimum ö dargestellt. Im Ergebnis einer 
derartigen Klassierung entsteht eine Ma.rkovache Ubergangsmatr~x 
/6/ (Korrelationsnetz /7/). Um daraus die Lebensdauer berechnen 
zu können, mUssen die Elemente dieser Matrix auf ein einpara-. . 
metrische~ und symmetrisches. Beanspruchungskollektiv zurückge-
fUhrt werden. Dazu sind zusätzliche AD.nahmen erforderlich; z. B. 



- 2 -

die Verwe~dung von De.uerfestigkeitsschaubildern im Zeitf.estig
keitsgebiet bzw. die Einbeziehung mehre~er Wöhlerlinien fllr 

verschiedene Mittelspannungen. Beispiele zweiparametrischer 
Klassierung sind Zählung voller Zyklen, zweiparametrische 
Spitzenwertzählung, Rainflow-Verfahren /5/. Je nach subjektiver 
Festlegung des verwendeten Klassierverfahrens und nach Wahl der· 
Methodik zur Konstruktion des einparametrischen. Kollektives ent
stehen fUr eine gegebene Beanspruchungs~Zeit-F~ktion andere 
Verteilungen und· damit andere lebensdauerwerte. Besonders Bean
spruchungen mit regellos schwankenden Mittelspannungen sind 
verschieden interpretierbar. 

In Kenntnis dieser Schwierigkeiten ist die alternative Beachrei• 
bung der Beanspruchung mit Hilfe der Spektralanalyse scheinbar 
naheliegend. Zumindest vom Standpunkt der .Dynamik ist dieses 
Mittel weitestgehend zur Kennzeichnung eines schwingenden 
Systems geeignet. Die fUr die Betriebsfestigkeit entscheidende 
Information Uber die Art der Verteilungen ist jedoch im ,Spektrum 
nicht enthalten bzw. kann nur fUr Sonderfälle daraus abgeleitet 
wer~en. So genUgen bereits geringe Phasenverschiebungen zwischen 
den harmonischen Anteilen, um die Verteilungsfunktion zu ändern 
und damit die Lebensdauer. 

Andererseits bietet die Spektralanalyse den Vorteil, daß ·sie 
keine Zuordnung von Beanspruchungszyklen erf9rdert, weil sie 
auf der Verarbeitung von Momentanwerten beruht. Dadurch müssen 
aber mehr Daten bewältigt werden. Die Fortschritte der digitalen 
Signalanalyse in Verbindung mit neuen M"dglichkeiten der Digitali
sierung und Abspeicherung großer Datenmengen lassen aber diesen 
Nachteil zunehmend in den Hintergrund treten. Es gibt daher 
bereits seit längere~ Zei.~ Bestrebungen, die Spektralanalyse 
fUr Lebensdauerberechnungen zu verwenden. IA:t.bei zeigt sich 
aber, daß bisherige Lösungsansätze Uber die Gesamtleistung aller 
Momentanwerte zusätzlich einen Term zur Charakterisierung der 
Alliplitudenverteilung benötigen; um auf die Lebensdauer zu schlies
sen. Also muß ' auch hier die Verteilung ermittelt oder als be
kannt vorausgesetzt werden. 
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Im Unterschied dazu wird in der vorliegenden Arbeit ein Lösungs
weg . vorgeschlagen, der neben einer Veränderung der Schadensakku
mulationshypothese eine direkte Einbeziehung der Wdhlerlinie 
~.bei der Fouriertransformation beinhaltet und dadurch eine durch
gängige spekt!alanalytische Berechnung der Lebensdauer ohne ex
pl~zi te Zuordnung von Beanspruchungszyklen ermöglicht. 

2. Lebensdauer infolge stochastischer Beanspruchungs-Zeit
Funktionen 

2.1. Beschreibung der Zufallsvariablen 

Eine stochast~ache Funkt.ion X(t) besteht im Unteraohie.d .zu einer 
deterministischen Funktion x(t) aus beliebig vielen Realisierungen 
x 1 (t), .x 2(t}, . • · •• ~(t), Bild 1. 

X 

t 

~ ti 
Bild 1: Stochastische Funktion X(t) 

X4 ( t) 

X1 Ci) , 

X3 (t) 

-t 

Der stochastische Prozeß X(t) wird fUr jeden gegebenen Zeit
p~nkt t1. t2 ••• tn durch Zufallsv.~ria'ble xct,)' X(t2)' .• •• 
X( t ) gekennz·eichnet. Diese Zufallsvariablen besitzen die n-n . 
dimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung Fn /8/: 

Fn (xi, t i):t llx(t,).,;; x,) n (X (t1) ""x,) n .... n (X (tn) ""'Xn~ 
Die Verteilung F gibt die Wahrscheinlichkeit P dafUr an, daß n . 

(1) 

die zum Prozeß gehörenden Zui'allsvariablen X zu ,den Zeitpunkten 
t 1 jeweils kleiner oder gleich den vorgegebenen Werten x1 sind. 
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Aus (1) folgt die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte tn' 
(sofern die Ableitungen nach x1 existieren) 

( )
n C)"Fn(X1,t·d~-1 

fn Xi, ti . = ,., (2) 
~·1 Tr dXi 

i-1 

Eine andere Fvföglichkei t zur Charakterisierung der Zufa~lsvariab
len besteht in der Formulierung statistischer Momente. Diese 
sind spezielle Erwartungswerte und werden aus Integrationen 
Uber die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte gebildets 

E {fr X(t) = ('f~.f[llxJt.(xi,t,)~ dx1 dx •.... dxn Ol ~·1 1 ~ ~ ic1 ~·1 
- (19 - ,,,_ - ()IO 

Dabei sind die ersten beiden Momente von besonderer Be~eutung 
und im ~llgemeinen auch meßtechnisch mit vertretbarem Aufwand 
ermittelbar: 

Moment 1. Ordnung: Mittelwertfunktion 
eo 

E{X(tJ}-_[ x·f,Cx,t)dx (4) 

Moment 2. Ordnung: Autokorrelationsfunktion 
,,,. od 

E{X(t,)·X(tJ}= J j x,·x • . f.(x1 ,x.i.; t1 , t,J dx,dx. (5) 

-o-"' ---

Die mathematische Bearbeitung stochastischer Funktionen-wird 
unter folgenden zwei Voraussetzungen wesentlich erleichtert: 

a) Stationarität 

• Die Dichtefunktion und damit auch die Momente sind in diesem 
Fall invariant gegenilber einem beliebigen Zeit-Nullpunkt. Damit 
wird die eindizµensionale Dichtei'unktion 1' 1 ( ... ) zeitunabhängig. 

Aus (4) und (5) folgt: -
f'x=E{X<tl}= J x1 • t1 (x,)dx,- const. (6) -- «> 00 

K„(TJ:-E{X(t1J ·X(t.J}~ J J x1 ·x.·t.(x„x.;r) dx 1 dxL (7) 
-M -oo 
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Die Autokorrelationsfunktion ist jetzt nur noch von der Zeit
dif':ferenz 1" = t 2 - t 1 abhängig. ·FUr T • O entsteht dara·us der 
quadratische Mittelwert 

(8) 

Filr zentrierte Funktionen, d. h. E {x(t)} = o, ist der quadra
tische Mittelwert mit der Dispersion c2 {x(t).} des Proze~ses 
identisch. Das folgt aus dem zen.tralen Moment 2. Ordnung: 

"9) 

- FUr stationäre Prozesse gelten die Wiener-Chintschin-Relatio--nen /8/ zwischen der Spektraldichte Sx und der Aut·okorrelations-
:tunktion Kx('t'): 

tW 

. { } / -jt.1't S>«"'> = F Kx (-r) • e · Kx ('t') di- (10) 

(11) 

w - 2 rrf : Kreisfrequenz und j --Ff' 
Die Autokorrela'tionsfunktion als Moment 2. Ordnung kann demzu
folge durch die Spektraldichte Sx(41) im Frequenzbereich · ohne 
Informationsverlust ersetzt werden. Somit ist ein stationärer, 
zentrierter Prozeß vollständig durch seine Spektraldichte be
beschreibbar, wenn man sich auf die Korrelationstheorie be
schränkt, die nur die ersten beiden Momente berilcksichtigt. 

b) Ergodizität 

Eine einzige, zufällig-ausgewählte Realisierung x1(t) eines sta
tionären ergodischen Prozesses enthält sämtliche Informationen 
Uber die Wahrscheinlichkeitseigenschaften dieses Prozesses. 
Deshalb kann die Erwartungswertbildung Uber alle Realisierungen 
(Ensemble-Mittelung) durch zeitliche Mittelungen Uber diese eine 
Realisierung ersetzt werden, wenn der betrachtete Zeitrawn T 
gegen oo geht: T 

I'~ -E { X ( t)} = l im +J x1 ( t) d t ( i 2) 
T-10~ 

0 
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~usw. 

Nur bei ergodisohen Beanspruchungs-Zeit-Funktionen ist also die 
Beschränkung auf eine einzige Realisierung gerechtfertigt, an 
der z~ B. Amplitudenverteilungen oder spektrale Schätzwerte 
tUr den gesamten Prozeß ermittelt werden können. 

2.2. Der stationäre ergodische Gaußprozeß 

FUr diesen Prozeß existieren analytische .u5sungen zur Lebens
dauerabschätzung. Außerdem wurden typische Beanspruchungsver
läuf e als Ge.uß'sche Prozesse identifiziert /9 - 11/ bzw. ließen 
sich auf die Überlagerung mehrerer Gaußprozesse zurUckfUhren 
/12 - 1J/. 

Die gute analytische Handh~bung dieses Prozesses ergibt sich 
daraus, daß die Zufallsvariablen x1 , x2 , ••• ~nach n-dimen
aionalen Gauß'schen Wahrscheinlichkeitsdichten verteilt sind. 
Folglich lassen sich alle .Parameter dieser Verteilungen aus der 
zweidimensionalen Gauß'schen Dichtefunktion: 

t~ ( x,,x1 l • Z1rx,;,.Xeff~ ·exp(--f [ (~J· {;.;J Jj 
mit ~effi' Xeff z Effektivwerte der Zufallsvariablen 

2 . x1 und ~ 
(Gleichung (14) ist hier angegeben fUr einen zentrierten 
Prozeß ohne Korrelation zwischen x1 und x2 ) 

(14) 

ableiten bzw. aus der Autokorrelationsfunktion als Moment 2. Ord
nung oder aus der Spektraldichte. · 

Die Momentanwerte des Prozesses sind normalverteilt, d. h. die 
eindimensionale Dichtefunktion der momentanen Beanspruchungen 
G"'(t) einer Gauß'schen Beanspruchungs-Zeit-Funktion lautet: 

(15) 

" Die Maxima ö sind nicht normalverteilt. Sie besitzen eine Rice-
Verteilung /14 • 15/: 
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f1{c;):f 21;i.r/ exp [- 20!~(1-i"J]+ i· cr~rf ·exp[- 2f.;.} <I> IA) {16) 

A. 

mit <i>CXJ~ 1}.,.. f exp[- ~Jdh und 
-oo 

. "" 
).. = 1: 6"' 

Oeff. f 1 - 1."'' 

soWie 1: Regellosigkeitskoeftizient als Quotient aus der An
zahl n0 ~positiver Nulldurchgänge und Anzahl n1 der 
Maxima (): 

. no ( ) t=- 17 n1 
V 

Die Dichtefunktion der Minima 1' 1 (ö) ist die g~gen den· _ .Erwar~ 

tungawert gespiegelte Funktion der Maxima f 1 (6"), Anlage A1. 

Kowalewski /15/ und Sjöström /16/ haben in Anlehnung an ·die 
Ergebnisse von Rice unabhängig voneinander eine spezielle zwei
dimensionale Dichtefunktion der Amp~ituden ()8 und zugehöriger 
Mittelspannungen 6"m, siehe Anlage A1, vorgeschlagen: · 

f 1 (örn ,6"a) 2 12~.5,.:·exp[- 2~:j · ~: · exp[- 2~: J {18) 

mit Sm: Dispersion der Mittelspannungen: Sm -6'-tr".( 1- i~ 
·l 2. 

Sa r Dispersion der Amplituden: Sa. - t · <hff 

Gleichung (18) kan~ zur prozeßrechnergesteuerten Erzeugung 
GaUß'sche~ Beanspruchungsprozesae ein&esetzt werden. Als Para
meter sind lediglich der Effektivwert und der Regellosigkeits
koe:t'fiz.ient für" diese Dichtefunktion zu variieren. Dabei ist 
es Ublich, d·ie Diohtefunktion. durch die Transformation; 

"(19) 

auf Extremwerte zu beziehen und· eine Markovsche tlbergangsmatrix,t1, 
/17/ zu berechnen, deren Elemente maßgeblich durch die Dichte
funktion bestimmt werden: 

M ( k, [ ) - !:i ( 6-, 6') - f z ( §, 5 ) . 6. u l. (20) 

mit ~u: aut <reff normierte Klassenbreite, Klasse k der Maxima, 

Klasse l der Minima und 1 ~{k, l}~ m (Klassenanzahl) 
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Der Wertevorrat der Übßrgangsma.trix wird dann mit Hilfe gleich
verteilter Zufallszahlen in eine Extremwertfolge UberfUhrt. 
Diese stellt mathematisch die Realisierung einer homogenen 
J;19.rkovsch.en I.Cette mit m Zuständen dar. 

Da.rilber hinaus ist . Gleichung (18) zur Berechnung der Schädigung 
breitbandiger Gauß'scher Beanspruohungsprozesse verwendbar, 
s .iehe Absolmitt 2.J.2. 

2.J. Lebensdauerberechnung tUr stat~oµäre ergodische Gauß
prozesse 

2.J.1. Schmalbandprozeß 

Eine geschlossene li:Ssung wurde erstmalig von Miles /18/ unter 
Verwendung der :Gamrnafunktion angegebenz 

1 

ur • r (f -r 1)7 · fI' · "~rr (21) 

mit G'"r: reduzierter Spannungshorizont, bei der die Isbens
dauer nach Miles eintritt: 

(22) 

Gleichung (22) entspric~der Geradengleichung der Wdhlerlinie in 
doppeltlogarithmischer Darstellung mit den Konstante Kw und f. 
Durch Einsetzen von (2i) in (22) entsteht die Miles'sohe Lebens
dauer NM

1 
in Abhängigkeit vom Effektivwert: 

N Kw 
H1• r(f-t1) · 2f •O•fff 

Der Effektivwert ist dabei aus der Integration der Spe~tral
diohte Uber alle Frequenzen ermittelbari 

"° s-.;-j So-(tJ)dw 
-.,o 

(2.3) 

(24) 

Die -Spektraldichte kann entweder aus dem Amplit~dendichtespektrum 
oder aus der Autokorrelationsfunktion berechnet werden. 
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~ie Herleitung der Gleichung (23) basiert auf der linearisier
ten Lebensdauerformel nach Corten und Dolan /19/, d. h. auf der 
Hypothese nach .Palmgren /20/ und Miner /21/ ohne BerUcksichti
·gung der Dauerf estigkei tsgrenze: 

rn 

L nl< 
N K•1 ------11 m 

L:~ 
K.•1 K 

(25) 

mit nK : Anzahl der Schwingspiele je Stufe k 
NK : ertragbare Schwingspielzahl der Stufe k 
m Anzahl der Stufen einer Teilfolge 
Nr.r : Lebensdauer nach Palmgren/ianer ohne Dauerfestigkeit 

Werden die Swnmen in (25) durch Integrale ilber die Häufigkeits-
"' dichte p1 (~) der ~axima ersetzt, so entsteht z.B. 

00 -I nK -/ P1(S) ci& - n1·/ f1 (6-)d5 
K•1 

(26) 
0 () 

wegen p1 ( & ) - n1 · f 1 ( 6) 

Außerdem sei ein Schrralbandprozeß vorausgesetzt mit der Regel
losigkeit i = 1, 0. Dann geht die Rice-Verteilung (16) in eine 
Rayleigh-Verteilung Uber: 

f1 (6-)- !,fl · exph.t~J 
Mit der Wohlerliniengleichung 

Wlter BerUcksichtigung von (27) und (26) kann (25) umgeformt 
werden zu 

!PO 

K„ j §-. exp[- zt:.] d$ 
NH, ... --1--==-,-„-+„-)---=[--&::.Ll.l.__;:...]_"_ 

, .o . . exp - 2 .~ff1 der 

(27) 

(28) 

(29) 

Gleichung 
dem er die 
setzte: 

(29) wurde von Miles /18/ wesentlich vereinfacht, in
Integrale durch die vollständige Gammafunktion er-
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(.30) 

Da.durch entsteht aus (29) direkt Gleichung {2.3). Die Miles'sche 
Formel stellt also die Anwendung der Pal.mgren/Miner-Formel ohne 
Dauerfestigkeit auf einen stationären ergodischen schma.lbandigen 
Ga.ußprozeß dar. 

Bolot~n /22/ entwickelte dazu eine allgemeinere Lösung mit BerUck
sichtigung der Dauerfestigkeit 6'D. Das bedeutet in Gleichung 
(25) Summierung nur bis l < m im Nenner fUr l: Anzahl der Stufen 
Uber der Dauerfestigkeit, bzw. in Gleichung (29) Integ:ra~ion im 

Nenner von · ()D ·bis oo statt vorher 0 bis 0o • Dieses Integral 
kann nach Bolotin /23/ dur~h das Produkt aus der .oben beschrie
benen GammafunktiQn und der komplementären Pearsonschen X2-

Verteilungsfunktion prsn cX2> 'ersetzt .werden: 
~ . 

r (z+1) · prSZ(H
1
l {x.z) - 2°"' 2 

/ X 
22

+
1 

• exp [- t x.t] dx (31) 
x. 

I.Bmit entsteht die Lebensdauer NBo nach Bolotin: 

Na• Kw (.32) 
• T (:f + 1) · prsc-r+z> ( :.~.) · 2 f . 6'.rf' 

Filr ß'D • 0 wird die Funktion prs zu 1, und es ergibt ·sich wieder 
die Miles 'sehe Formel·. 
Nach Wirsching und Baugen /24/ gilt filr den Gauß'sohen Schmalband
prozeB /25/: 

A ·Np .. (31,.. (V-) ·g ('f, i*) · oeJ (JJ) 

mit f 1* (Y.) = 2 \ . r ( 1- + 1) 
g (lf, t') CS 1. 

De.bei sind /\. und ~ als Wöhlerlinienkonstanten interpretierbar: 

A=Kw , 'f=f 
und Np a NWH Lebensdauer _nach Wirsching und Baugen. 
Dam1 t entsteht aus (33): 

K w - N wu • 2 f · r (-f + 1) · 6'eff -f (.34) 

also wieder die Miles'sche Formel (23), wenn nach NWH umgestellt 
wird. 
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Nach Rajcher /26/ wird die Lebensdauer aus Spektralwerten in 

folgender Weise /27/ berechnet: 

mit 

A T'R = - - ---=-=,.-----...-----
L ( m) [ jt>OG(t) · f;} dt) 111 

0 .., 

m=f I L(m)- 2r .r(f + 1) A-K ... I -G(f) : einseitige Spektraldichte der Beanspruchungs-
Zeit-Funktion 

TR t Lebensdauerzeit naoh Rajcher 

Im Falle eines Schmalbandprozesses lassen sich der Zeit TR 
Schwingspiele zuordnen: 

(.35) 

NRaj c: TR • fo (.36) 

mit NR : aj 
Lebensdauer nach Rajcher · und t

0
: charakteristische 

Frequenz. 
Beim Schme.lbandprozeß ist die Gesamtleistung aut der Frequenz f 0 

konzentriert: 

s"s·· • S-er: -r G (f j df ... G (f0 ) (37) 

0 

Einsetzen von (J7) und (.3.6) i,n (35) liefert_& 

N fo • Kw 
R~=--L-(f_)_·_[_ö._ct-f-.-~-f~]-{--- (.38) 

Das entspricht ebenfalls der Miles'sohen Formel. 

2.J.2. Breitbandprozesse 

Rajcher erfaßt bei der Spektralanalyse ~lle Frequenzen, so daß 
die Formel (J5) pauschal au~h fllr Breitbandprozesse anwendbar 
und mit keinem größeren Aufwand als beim Schmalbandprozeß ver
bunden ist. Gegen die Gleichung (35) ist einzuwenden, daß der 
Faktor L(m) eindeutig in der angegebenen Form rayleighverteilte 
Maxima charakterisiert und nicht die fUr ·Breitbandprozesse 
gültige Rice-Verteilung~ 
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Ein anderer Weg zur Lebensdauerberechnung fUr einen Gauß•schen 
Breitbandprozeß Z(t) besteht in der Uberlagerung /28/, /29/, 
/23/ zweier .Prozesse X(t) und Y(t): 

Z ( t ·) = X ( t) + Y ( t) C 3 9 ) 

Es sei Y(t) ein höherfrequenter Prozeß gegenüber X(t) mit· der 
charakteristiach~n Frequenz f oy• 
Dann kann als unbekannte Lebensdauer NLB des Br~itbandpro·zesses 

die Anzahl der 11 Oberschwingungen" mit ·der Frequenz · f 
0

. gelten. 
Die Anzahl dn der OberschwingUngen im Gebiet {ex . bis ~ + .dx) · 
(y bis y + dy)} wird aus der zweidimensionalen Diohtefunktion 
berechnet: 

dn- ·N"8 · t1 (x,y) dxdy (40) 

Bei linearer Schädigung entsteht naoh diesen dn Schwingspielen 
folgender Schädigungsanteil 

do--9.!L C4i) N 
Hier ist N abhängig von x und y • d • ·h. • es wird ein W'ohlerlinien
system N(x, y) benötigt. 
Die Integration der Schädigung von D • 0 bis 1 liefert die ge
suchte Lebensdauer: 

1 
f 2 (X, Y) 
N (x,y) 

(42) 
dxdy 

Die zweidimensionale Diohtefunktion ist bei statistischer Unab
hängigkeit in das Produkt zweie~ eindim~nsionaler Dichtefunktio
nen · zerlegbar: 

(43) 

Weiterhin kann die Berechnung durch die ZurUckfUhrung des Wdhler
liniensystems N(x, y) auf eine eindimensionale Ersatz-V/öhlerlinie 
vereinfacht werden. 

A · V 

Bolotin /28/ /2J/ verwendet fUr x = <5 und ·:t'Ur y = 6 • Diese 
Extremwerte gewinnt er du.r.oh Zerlegung der Beanspruchungs-Zeit
Funktion in einfache und nicht einfache Beanspruchungszyklen. 
Anschließend werden die nicht einfac?en Zyklen durch entspre
chende einfache ersetzt und insgesamt Maxima un~ Mini.ma .er
mittelt. Das Wöhlerliniensystem wird mit Hilfe ·eines theoretisch 
begrUndeten Ansatzes zu einer Eraatz-W'öhlerlinie umgeformt. 
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Hänel /29//30/ geht von der speziellen zweidimension~len Dichte
funktion (18) nach Kowal:ewsk1 und Sjöatröm aus, ver?tendet also 
normalverteilte !Aittelapannungswerte- Sm und . rayleighverteilte 
~Amplituden 6a als statistisch unabhängige charakteristische 
Prozeßkenngrößen: 

fi.(öm,o(l)- f1 (G"«)·f1 (6"m) (44) 
)( 

Die Reduktion des Wöhlerliniensystems N( 6'
6

, om) auf N( 6'r) 
erfolgt durch die experimentell begrUndete Beziehung: 

)( or = Oa + 't · G'm (45) 

hier 't: Asymmetrietaktor bzw. Mi ttelspannungsempfindl:i.chke.i t 

Auch durch die Vereinfachungen (44) und (45) ist die Gleichung 
(42) nicht geschlossen analytisch lösbar. Mit Hilfe ·einer Reihen
entwicklung leitete Hänel folgende Formel aba 

Kw 

mit: 

.f f { . . 

L (-t,it.iJ-~ 1~ (j)ft f 1-i1f r(f +t) · r( "'-i +i) 

und (f) Binominalkoef:fizienten, f ganzzahli& 

(GegenUber der Schreibweise in /JO/ wurden hier 6'ett und Kw 
explizit dargestellt). 

(46) 

(47) 

Gleichung (46) ·entspricht der Palmgren/Miner-Formel ohne Dauer
festigkeit, angewendet auf Gauß'sche Breitbandprozesse. Wird 
zusätzlich die Dauerfestigkeitsgrenze S'D analog zur. Herleitung -nach Bolotin ()2) verwendet, so entsteht filr L ein umfangreicherer 
Ausdruck. 
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J. Verteilungsfreie Lebensdauerberechnung 

J.1. Voraussetzungen für Verteilungsfreiheit 

Die im vorangegangenen Abschnitt dargelegten und im Sinne der 
Spektralanalyse nutzbaren Lösungsansätze basieren auf einer 
linearen Schadensakkumulationshypothese. Nur das Ergebnis 
einer linearen Schädigung ist unabhängig von der Permutation 
der Beanspruchungsatut~n und repräsentiel':"t damit eine Mittel
wertbildung Uber alle SchadenszuwUchse 4DK der Stufen X = 1 
.bis m. 
Diese SchadenszuwUchse entstehen aus d.em Produkt von Schwing
spielen nK und Schädigung~anstiegen -1/NK der Stufen 1C('1D1<): 

1 . 
d D ><. - n K • NK . - n K • ~ D 1( < 48) 

Die linearen Schädigungsanstiege .1 /NK seien als 11.Stufen-Schädi
gungsgradienten" bezeichnet. 

Behauptung 1: Die ·Formel von Palmgren/Miner ohne Dauerfestig
keit s~ellt eine arithmetische Mittelung von 
Stu:ten-Schädigungsgradienten dar. 

Beweis: Gleichung (25) lautet in reziproker Darstellung: 

J„ „ *' f: nK .· ~K (49) 
l__, nK K•1 
K•1 

. Das entspricht der Formel !Ur die arithmetische 
Mittelung diskreter Werte: 

x;; ~ t ' t. h K • X K ( 50) 
hl< K•1 

K•f 
wegen hK = nK: absolut~ Häufigkeit in der· Stuf'e -K. 

In Gleichung (49) werden also diskrete Werte 1/NK zu einem Wert 
ADK gemittelt. Damit läßt sich ·Gleichung {25) auch in folgen

der Form schreiben: 
1 

NM- - (51) 
ilD1e 

Ein direkter Zusammenhang zwischen dem Effektivwert aller 
Momentanwerte und dem arithmetischen Mittelwert von Amplituden 
existiert nicht. Das ist auch der Grund, warum bei den vorge-
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. . 
stellten T~eorien neben dem Effektivwert.stets ein zusätzlicher 
Funktions-Term L zur Charakterisierung der Amplitudenverteilung 
benötigt wird. 
Vm von der Amplitudenverteilung unabhängig zu .werden, muß die 
Lebensdauer· auf einen anderen Amplituden-Mittelwert bezogen 
werden, der einen einfachen und allgemein gUltigen Zusammenhang 
zum Effektivwert der Momentanwerte liefert. DafUr geeignet ist 
der quadratische Mittelwert. 

Behauptung 2: Gegeben sei eine zentrierte Sinusfunktion x(t) 

konstanter ~equenz ohne Mittelspannungsschwan
kungen, deren Amplitude in m aufeinanderfolgenden 
Blöcken jeweils konstant unterschiedlich ist 
(Blockprogranmi). Dann gilt zwischen dem qu~dra
tischen Mittelwe;t x/-f x,: 1 

der Amplituden XK 

und dem Effektivwert xeff aller Momentanwerte 
ges 

die Beziehung: 

XK.z. =z fI' · Xeff 'es (52) 

Beweis: Die Gesamtleistung Sx als Quadrat des Effektiv-
wertes xeff entste~t8aus einer arithmetischen 
Ni.itt~lung d§~8 Leistungen sxk der einzelnen Stufen K: 

). 1 m 
S X ses :: X eff „es :s h [ h K • S .x K ( 5.3 ) 

- su K•1 

_mit hges= Gesamthäufigkeit der Sinusperioden in 
einer Teilfolge 

hK : Häufigkeit der Sinusperioden in der 
Stufe K 

m a Anzahl der Bl8oke in einer Teilfolge 

Außerdem gilt: 
2. 

SxK - Xeff K 

XK -fI'· XeffK 

Einsetzen von (55) und (54) in {52) liefert 
m 

2. X 2.f'.t - _1_. \1 h . XL 
e r'e' h l_; 1< K 3ca K•f 

oder 

(54) 

(55) 

(56) 
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(57) 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist der 
-=-

que.dra:tische Mittelwert x.t . 

3.2. Vorschiag einer neuen Formel zur Berechnung der Lebensdauer 

Der E.ff ektivwert der Momentanwerte ist also nur Uber einen kon
stanten Faktor mit dem quadratischen Mittelwert der Amplituden 
verknllpft. 
Es wird deshalb anstelle der Gleichung (51) fUr die Lebensdauer-. ..,.,.....,.. 
berechnung· ein quadratischer Mittelwert LlD,: vo~geschlagen: 

1 NL-~ 1 

Der quadratische M~ttelwert ist stets eine obere Schranke tilr 
den arithmetischen Mittelwert. Daraus folgt 

also eine kürzere Lebensdauer NL gegenUber NM nach Palmgren/ 
Ivliner. 

(5.8) 

(59) 

Eine apektralanalytische Berechnung der Gleichung (58) erfordert 
die Ermittlung eines Effektivwertes. Dieser muß notwendig vom 
gleichen Funktionstyp ·wie der quadratische Mittelwert der Ampli
tuden sein, damit eine Beziehung der Art (52) genutzt werden 
kann. Wenn also die Amplituden Schädigungsgradienten sind, muß . . . 
auch der Effektivwert aus Schädigungsgradienten-~~mentanwerten 
berechnet werden, d. h. aus einer· Schädigungsg:radienten-Zeit
Funktion t.D(t). Im folgenden sei diese als "Schädigungsgra
dientenfunktion" bezeichnet. 
Die Gradientenfunktion wird Uber die Wdhl~rlinie ermittelt, 
Bild 2. 
Bevor der Amplitudenwert oK erreicht ist, werden zunächst niedri
gere Spannungshorizonte o1 , G"2 , ••• qcrurchfahren", deren Schäd.1-
gungsvermögen wegen N2 > N1 > NK g~ringer ist, die Anstiege 
(Schädigungsgradienten) sind kleiner. Negativa Momentanwerte 
G'( t) werden nicht berUcksichtigt, weil bei ei_ner zentrierten 

Funktion iinmer Wertepaare im gleichen Abstand zum Erwartungswert 
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6' 

t 
6'(N) 

,\ -t 
1 \ / -- -1-

N~ -lgN 

t 

Bild 2 z 

1 \ I .N„ 
\ I . ~ 

1 ' ,' 
1 '---~ 
1 

1 AD·( t) 
1 -

-- -- - - __J N1 1 

-t 
' N ________ , 3 

---------..J 
Schema zur Ermittlung der Funktion LlD(t) aus o(t) 
und o(N) 

existieren. ~s Sc'hädigungsverm<:>gen wird deshalb in Anlehnung 
an die Wöhlerliniendarstellung nur oberhalb des Erwartungswertes 
in jedem Momentanwert paarweise konzentriert angenommen. 
Die VTöhlerlinie kann in beliebiger Form vorliegen, z. B. nach 
StUssi /32/, Wirthgen /JJ/, Iammel /34/ oder als Gerade im 
doppeltlogarithmischen System. 
Wlrd die Geradengleiohung (28) zur Beschreibung der \'föhler.lihie 
genutzt, so entsteht daraus folgende spe.zielle Sohädigungsgradien
tenfunktion im Zeitfestigkeitsgebieta 

1 f 
LlD { t) - K w • 6' ( t) ( 6 o) 

Im Dauerf estigkeitsgebiet sind Variationen z. B. nach Cort~n/ 
Dolan /35/, Miner /21/ oder Haibach /J~/ anwendbar. 

J.J. Ermittlung des Effektivwertes ADeff 

Der Effektivwert der Schädigungsgradientenfunktion kann a.uf 
verschied'enen Wegen berechnet werden: 

a) Als quadratischer Mittelwert der Momentanwerte nD(t): 

.t 1/T .t. 
LlDeff • li m T llD (tJ dt 

T-+oo 
0 

( 61) 
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ras entspricht der Autokorrelationsfunktion K~D fUr zentrierte, 
stationäre ergodische Prozesse bei t: 1: O, siehe Gleichung (1.J). 

b) Spektralanalytisch aus der Gesamtleistung: 

L!Deff = Sa,1>ses - /

00

Gc.n ( f) df (62) 

0 -
Die einseitige Spektraldichte G AD(f) der Schädigungsgradien-
tenfunktion wird aus der komplexen Amplitudendichte A LlD(jf) 

berechnet: 

G (f)=-2·A (·t) A'~ (·t)dt- 2 ·IAt.n(jf}dtl
2 

AD AD J . AD J df (6.3) 

-* -mit A AD(jf) : konjugiert komplexe Größe zu'A"1D(jf) 

und j = j - 1
1 

Die Amplitudendichte entsteht aus eineJ;- Fouriertransformation. 
der reellen Zeitfunktion .1D(t): 

A40 (j t J-F { i!Dltl J-/~o (t) • ex.p ( -j-21l'f t) dt c 64 l 
-oo -A AD(jf) ist das auf ein Frequenzintervall df bezogene Ampli-

tudenspektrum A AD(jf) • 

J.4. Zusammenhang zwischen ADK2 und ADeff 

Weil LlD(t) eine mit f potenzierte Sinusfunktion Ö(t) dar
stellt, ist die Beziehung (52) nicht mehr gUltig. 

Behauptung J: FUr eine .zentrierte" Beanspruchungs-Zeit-Funktion 
ö(t) konstanter Frequenz ohne Mittelwertschwankung 

,(Schnalbandprozeß) gilt: 

(66) 

mit dem Faktor 

u (f)- -f l (67) 

i((L-1) 
J.•1 

fUr ganzzahlige Exponenten f. ;Für beliebige f gilt: 

U(f) • fii' · r tf+ 1J 
rr.:f + 1; . (67a) 
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Beweis: a) Zunächst für .eine Stufe K: 

f=2: 
. . . 

Gegeben sei die Beanspruchungs-Zeit-Funktion 

0 ( t) =- Ö K • S j n (J f ( 68 ) 

der Kreisfrequenz W = 21rf. 
-==m=:s 

·Der quadratisc~e Mittelwert ll.DK.2 geht in diesem 
Fall Uber in den Stuf en-Schädigungsgradienten ADK: 

LlDz.~ LlD .,._1_.ö.I (69) 
K K Kw K 

Aus (69) und (66) folgt 

U (f)-'1DK/ .1Deffw (70) 

bzw. )1. 
.J_ =- ( LlOeffK 
uJ. ~OK (71) 

Einsetzen von (61), (68) und (69) in (71) liefert: 

1 1JT 2.f 
U1~~!._m00 T s in . cvf dt (72) 

0 . 
In Abhängigkeit von f entstehen verschiedene 
Werte· fUr 1/u2 (U>sung der Integrale nach /37/): 

+~df(f t-ft;-sin2wtJ[ }=f (73) 

(Daraus folgt die bekannte Beziehung (55) :f'Ur 

x(t) :a xK · sin wt) 

~~~ {? (-: t-;jh-·sin 2wt+321w sinwt)/J=t (74) 

l im {1 (-2n-1. (Si nn-2. 4lt d t - s in Zn-1~f ·COS tJt '/Ti= 
T-+oo T 2n j ~ 2 n w ) J, 

1 3 5 1 (2n-1) 0
(75) 

:::aT"T 'T'T x ·· ·• x 2n 
Die Umformung der rechten Seite von (75) ergibt 
Gleichung (67). 

b) Mehrstufenbeanspruchung 

Analog zu Gleic,hung ( 5.3.) wird die Gesamtleistung 
wieder aus Ißistungen der Stufen K berechnet: 
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l 1 fit 
s.AD9es - ~Deffses A -h L hl(. SAJ) 

Dabei sind 
1 

SAD3es- LiDeffK 

'ca K•1 K 

und (70) zu berilcksichtigens 

'1Deff ~~„ · u (-f) - ADi 

(76) 

(77) 

(78) 

(78) repräsentiert wieder Gleichung (66) mit der 
Bedingung (67). 

FUr den Fall eines Breitbandprozesses wird hier anstelle u(f) 
ein Näherungsansatz uB verwendet, der eine zusätzliche Abhängig
keit vom Regellosigkeitskoeffizienten 1 beinhaltet& 

UB (f, i)- U (f) . fitE (79) 

Die Uäherung (79) wurde auf der Grundlage des breitbandigen 
"" Gauß'schen Prozesses hergeleitet. Filr die Maxima 6' eines derar-

tigen Beanspruch~gs-Prozesses gelten folgende Werte /.30//J1/: 

( E {X } ] l - Oe,/( i · ~] 

01
{ X} = Oef;[ 1- i'(f + 1)] 

Unter BerUcksiohtigung von 

E{x'}-<fL 
und des zentralen Momentes 2. Ordnung (9) entsteht darausz 

l\i' l ( 
cr-G'eff · 1+i'J 

(80) 

(81) 

(82) 

(8.3) 

bzw. die zu (52) in Bezug auf den Gaußprozea verallgemeinerte Be
ziehung 

W--f1+1"
1 

•oeff (84) 

De.von ausgehend enthält Gleichung (79) folgende Annahmen: 

a) Verallgemeinerung des Zusammenhanges (84) au.t beliebig andere 
Verteilungen. FUr die Grenzfälle i • 1 und i a 0 ist bereits 
Gleichung (84) bei jeder Verteilung erfUllt. 

b) Ubertragung von ('84) a.uf Schädigungsgradienten so, daß im 
Sonderfall i a 1 die Beziehung (66) wieder erfUllt ist: 

= i1+ iJ. 
1 

(85) 
LlD~ - rI' ·u(f) · L1Deff -uB(f, i) · LlDeff 
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Gleichung ·(79) läßt sich noch umformen zua 

u 8 ( f, t') =r .., 
tUr 1T-TT 

l-1 

Tr ( 21.-1 + t"l) 

TT(21-1) 
, -f ganzzahlig. 

(86) 

Der Faktor uB(f, .i) ist in der . Anlage A2 als Diagramm fUr ver

sch~edene Regellosigkeitskoeffizienten 1 und W<Shlerlinienexpo
nenten· t dargestellt. 

3.5. Lebensdauer fUr Schne.lbandprozesse 

Mit (66) lautet die Lebensdauer (58): 

N ___ 1'----
L U(-f)·LlDeff 

od~r in spektraler Darstellung (62): 

NL - f 10'7 1 

u ( f) . 0 GÄD ( f.) d f . 
Gleichung (88). gestattet die durchgängige spektralanalytische 

Berechnung beliebiger Schmalbandprozesse.endlicher ~eistung~ 

1 

(87) 

(88) 

In A~lehnung an die gebräuchliche Schreibweise der Palmgren/ 
~il~er-Formel (25) fUr NM kann (58) auch als k-Stufenformel 
geschrieben werden. Zu diesem Zweck wird der quadratische Mittel
wert in seiner Summendarstellung verwendeta 

(90) 
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3.6. Lebensdauer fUr Breitbandprozesse 

Hier sind Spektralleistungen verschiedener Frequenzen gleich

zeitig wirksam. Deshalb m~ß . der Bezugsmaßstab ''Schwingspielzahl N" 
durch "Zeit T" ·ersetzt werden. Beim schmalbandigen Vorgang ist die 
Gesamtleistung in Form der einseitigen Spektralleistung auf nur 
einer Frequenz f

0 
konzentriert: 

S .'1Dg~s ~ G .AD ( f 0 ) - tJ. D~f/ ( 91} 

Einsetzen in (87) liefert 

N • 1 (~) 
'- u(f)· f GAnCfoJ' 

NL wird in die "Lebensdauerzeit" TL und die Frequenz t
0 

zerlegt: 

NL-TL·f0 (9.))' 

De.durch folgt aus (92): 
1 

TL - u t „} . i G "'D ( f.) . f 0 A. ( 
94 ) 

Das Produkt unter der Wurzel ist die Spektralleistung der Ge-
schwindigkeit dDv der Schädigungagradientenfunktionz 

ilD (t)= d [ ßD (tl] (95) 
V dt 

dividiert durch 41T 2 (wegen Sy("1) • CJ 2 • Sx(<J) und '41 2 
a 411"2 • !'2 

mit v .., dx/dt). 
Somit lä~t sich (94) als Funktion der Geschwindigkeit ADy 

schreiben: 
T = 2-rr 

L U(f) · j G11ov (tof 
oder durch die Gesamtleistung S AD c~rakterisieren t 

v9cs 

"r 2 tr 
aL=~~-;:======:::::;" 

u(f)·i SADv3es' 

(96) 

(97) 

Diese Leistung kann auch hier in ihre spektralen Anteile zerlegt 
werdenc 

217' T = ----;:::::::;::::::=====:::::: 
L U (f)· f loo,G ADv ( f) df 

0 

(98) 
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Unter BerUcksichti.gung des Zus.ammenhangea: 
........, () 1 1"' G41 nv f =411" ·f ·GL10 (f) (99) 

sowie des Ubergangea von u(f) zu uB(f, i) entsteht aus (98) die 
Lebensdauerzeit fUr den beliebigen Breitbandprozeß: 

(100) 

Sie beinhaltet als Sonderfall die Gleichung (88). 

4. Anwendung d.iskreter Four.iertransfornation auf die Schädi
gungsgradientenfunktion 

4.1. Numerische Form der Lebensda_uergleichung 

Die praktische Berechnung der Lebensdauerzeit T1 fUr beliebige 
Beanspruchungen endlicher Leistung ist nur möglich, wenn von . . 

einer digitalisierten Beanspruchungs-Zeit-Funktion ausgegangen 
wird. Diese Funktion sei aus dem kontinuierlichen analogen Ver
lauf ö(t) mit Hilfe eines Analog-Digital-Wandlers ermittelt 
worden, Bild J. 

_.,..t 

Bild J: Digitalisierung einer analogen, kontinuierlichen 
Beanspruchungs-Zeit-Funktion 

Das Abtastintervall sei .!lt • oonst. Dann ist die Abtastdauer 

T-(n-1)·ilt {101) 
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wobei n die Anzahl der Meßwerte im Zeitbereich T bedeutet. Die 
Funktion 6"(t) wird durch dfe Wertefolge 6'1 ersetzt i 

6-; = 6'(td 
mit ti -(i~1) · '1t 

und 1 • 1, 2, ••• , n (hier ist 1 ein I.aufindext) 

De.durch wird aus Gleichung (60) eine diskrete Schädigungsgra
dientenfunktion 

1 .p 
Ll 0; - LlD { f; J = K w • 6'; 

(102 ,) 

(103) 

(104) 

Unter Anwendung der diskreten Fouriertransformation 
steht ein diskretes komplexes Amplitudenspektrum: 

(DFT) ent-

n 

( ) 1 \" [ j·2rr ·l ·il 
AdD „ AAD jf,e =n [_, · L\D; · exp - n J 

t i-1 
(105) 

mit + • 1, 2, ••• , n 

Durch Quadrieren der Beträge folgt daraus das reelle, zweiseitige 
Leistungsspektrum: 

SdDl -1 AAol /'t (106) 
bzw. das einseitige Leistungsspektrum 

GAn.t- 2·1 AAotl.t (107) 

Wegen der Symmetrie der Funktion s4D(f) 'liefern nur 

p-t +1 (108) 

Spektralwerte einer Frequenzseite eigenständige Inforn:ationen auf 

den Frequenzen t
1 

• o ••• fp' deren konstanter Abstand bzw. Band
breite 

(109) 

beträgt. 
"" Gleichung (100.) enthält die auf df bezogene Spektraldichte G L\D• ,.., 

Im Unterschied dazu .ist die diskrete Spektraldichte G 4 D:l. auf 
das Intervall 6f bezogen. Außerdem geht durch die Digitalisie
rung' der Funktion AD(t) in der Gleichung .(100) das Integral in 
eine Summe Uber. Aus der Summation in Verbindung mit .df folgt 
deshalb aus (100): 

..--~~~~~~--------~----~--

(110) 
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Gleichung ·(110) repräsentiert die numerische Form der Lebens
dauerformel (100). Für die Nutzung dieser Gleichung muß vor der 
Transformation in den Frequenzbereich die Beanspruchungs-Zeit
Funktion in eine Schädigungsgradientenfunktion umgeformt werden. 
z. B. nach Gleichung (104). 

Mit (110) ist eine rationelle Lebensdauerberechnung möglich, wenn 
als diskrete Fouriertransformation zur Ermittlung der p Spektral
werte je Block mit n digitalen Zeitwerten der schnelle Algo
rithmus /4/ eingesetzt wird. Zur FFT wurden bereits in /~8 - 4-0/ 
Algolte:x:te und in /41/ Speicherplatz-Optimierungen angegeben. 
Inzwischen existieren auc~ verschiedene Progra:mm~ysteme mit FFT 
für die Belange des Maschinenbaues, z. B. /42 ·- 46/. 

4.2. Voraussetzungen und Folgen der Digitalisierung 

Bei der Verarbeitung der diskreten 6Di-Werte sind die üblichen 
Besonderheiten der digitalen Signalanalyse gültig. Das betrifft 
das Shannonsche Abtasttheorem ebenso wie unvermeidbare Abbruch
fehler infolge endlicher Zeitabschnitte. Durch die Summierung bis 
p in Gleichung (1.10) liegt eine Frequenz-Bandbegrenzung gegenüber 
(100)· vors 

mit 

Aus (109) und (108) folgts 
1 

f? = 2 ( nn-1) · llt ~ _2_A_t 

(111) 

(112) 

(113) 

Die Abtastfrequenz f A = 2 • fp muß mindestens um den Faktor 2 
größer sein als d~e tats~chlich im Prozeß vorkommende höchste Fre~ 
quenz !max• Deshalb ist eine Tiefpaßfilterung mindestens bis 
f = f erforderlich (Erfahrungen /4?/ besagen, daß auch noch max p 
bei der Abtastung mit fA ~2 • fmax unbeschränkte Fehler möglich 
sind). 
Bei der diskreten Fouriertransformation kann nur ein encIQicher 
Zeitbereich T verarbeitet werden. Die Zeitbegrenzung bedeutet 
Multiplikation der Funktion · tiD1 (t1) in diesem Bereich O ·:s t ~ T 
mit einer stetige.n Rechteck-Funktion g

0
(t) = 1. Wird die so 
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"gewichtet_e" Funktion LlDi ( t 1) fouriertransformiert, dann ent
spricht der ?llultiplikation eine Faltungsope.ration im Frequenz
bereich 0 ~ f ::=tp mit der Fouriertran~formierten Ag

0
(jf) der 

Funktion g
0
(t)z 

A80 (j f) - t' { g0 (tJ)-[T [ 1 · exp (-j 2irf t) ]dt (114) 

"' sin rrfT ( . ) 
A So ( j f ) - T · 11 f T • ex p - J 7r f T (115) 

Das Spektrum zu ~D1 Ct1 ) wird also durch die Faltung mit einer 
um die Frequenzachse rotierenden stetigen Spaltfunktion ~ 

X 
verfälscht. Eine Verfälschung tritt nur dann nicht ein, wenn die 
Frequenzen der diskreten Spektralwerte au:f den Nulldurchgängen 
der Spaltfunktion liegen /48/, d.h. wenn die Zeitfunktion. bezUg
lich des Bereiches T periodisch ist. FUr jeden anderen Fall wird 
die Gesamtleistung auf zusätzliche Spektralwerte infolge von Neben
naxirna. der Spaltfunktion verteilt. Die Fehler sind reduzierbar, 
wenn anstelle von g0 (t) andere Gewichtsfunktionen (Fenster) ver
wendet werden, deren Fouriertransformierte kleinere Nebenmaxima 
besitzen. Das sind z. B. Fensterfunktionen nach Bartlett, Hanning, 
Hamming, Eberhard /49/, Papoulis, Blacknan, Tukey und Kaiser /50/ 
sowie das Cosinus- und das Gauß-Fenster /51/. Da.bei ist zu beach
ten, daß kleinere ~eberunaxima zumeis.t von einem gegenUber dem 

Rechteckfenster breiteren Hauptmaximum begleitet werden. 

4.J. Das Programm SLEBE 

Zur Berechnung der Lebensdauer TL nach Gleichung (100) wurde das 
dialogorientierte Fortran-Programm SLEBE geschrieben. Dabei konn
ten Teile bereits vorhandener Programme zur digitalen Signalpro
zeßanalyse /46/ genutzt werden, die entsprechende Unterprogramme 
zum FFT-Algorithmus /53/ enthalten. 
SLEBE wurde in zwei Versionen realisiert /52/. Während mit SLEBE 1 
die Gradientenfunktion und das Leistungsspektrum auf dem Bild
schirm und dem xy-Schreiber grafisch darstellbar ist, wurde in 
SLEBE 2. auf jede Grafik verzichtet, um den Dialog minimal zu 
halten, Anlage AJ. SLEBE 2 beinhaltet nur die ·fUr die Berechnung 
notwendigen Rout~nen, siehe Anlage A4. 
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In SLEBE 1 wird bei der Lebensdauerberechnung noch mit einem 
konstanten Faktor uB = -{"2"gearbeitet. Das gi~t nur streng fUr 
Prozesse . mit einem Regellosigkeitskoeffizienten 1 = 0,6 ••• 0,7 
und Wöhlerlinienexponenten f = J ••• 6, sie.he Anlage A2. In 
SLEBE 2 wird der Faktor uB in Abhängigke:i. t von i und -f berech
net. Deshalb enthält dieses Programm zusätzliche Routinen zur 
Berechnung des Regellosigkeitakoeffizienten filr uie konkrete 
Beanspruchungsfolge 6'1 Ct1 ) sowie zur Ermittlung des Faktors 
uB( f, i), Anlage A4. Bei uB( f, 1) tritt die Schwierigkeit ·auf, 
daß Gleichung (86) nur fUr ganzzahlige f GUltigkeit besitzt. Es 
werden deshalb im Unterprogramm Uber (86) drei Werte uBK !Ur drei 
ganzzahlige -f-,;, ermittelt, die zu dem tatsächlichen f benach
bart sind. Mit Hilfe einer parabolischen Interpolation erfolgt 
dann die Berechnung des Faktors uB fUr das vorgesehene f • 

Voraussetzung fUr die Anwendung der SLEBE-Programme ist die vor
herige Abspeicherung der digitalisierten Beanspruchungs-Ze1t-F~
tion auf einem File der Magnetplatte. Mit SLEBE wird diese dis
krete :Funktion unter BerUcksiohtigung der Ma:xirre.lspannung, einer 
Wöhlerlinie nach (28) und der Dauerfestigkeit 6"n in die ent
sprechende Schädigungsgradientenfunktion umgeformt. Diese neuen 
Werte. werden dann auf einem zweiten F_ile der Magnetplatte zur 
weiteren Bearbeitung abgelegt, Anlage AJ. 
Iabei erfolgt ei.n zusammenrücken der transienten Anteile der Funk
tion L\ D( t). Erst diese "gefilterte" Funktion wird fouriertrans
formiert. ·nurch die Eliminierung der Nullanteile sind zusätzliche 
Abbruchfehler vermeidbar, und es kann außerdem Rechenzeit fUr die 
Fouriertransformation eingespart werden. 
t6s ZusammenrUcken der tranaienten Anteile täuscht jedoch eine zu 
hohe Frequenz f T der Schädigungsgradiententunktion vor. Diese 
Frequenz ist um einen "Tre.nsientenfaktor tp" gegenUber d.er tat
sächlich wirkenden Frequenz f zu groß: 

f=rtF.fT 

mit o~ t~~1 

(116) 

Der Faktor tF ist aus dem Verhältnis der Zeitdauer T zur Dauer 
des translenten Signales Tt• Bild 4, berechenbar: 

tF = ~t (117) 
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X 
a) X b) 

1 j 
-t 

T 

Bild 4: a) Transiente Funktion im Zeitbereich T, 
b) Zusammengerilckte Funktion x(t) 

-t 

Nach dem Zusammenrilcken der Funktion AD(t) sind die damit be
rechneten diskreten Frequenzen r 1 nach Gleichung (110) einheit
lich um den Faktor 1/tF zu groß, · d. , h~ sie mUssen mit tF multi
pliziert werden, um die tatsächlich wirkenden Frequenzen zu er
halten. 
Aus Gleichung '(110) entsteht somit folgende Programm-Modifikation: 

1 
TL= -----:;::::::=======-

Ua' fp·/t. GAD ( t) · f{° I 
t-1 J.. 

(118) 

In SLEBE werden die auf der Msgnetplatte hintereinander liegenden 
Zeit-Bllicke der maximalen Blocklänge 

n III 204~ . 

fouriertransformiert und die Spektralleistungen dieser Blöcke 
:tUr jede Frequenz f 1 arithmetisch gemittelt. Damit können längere 
Zeitabschnitt·e (im Sinne der Ergodizität, Abschnitt 2.1) einer 
Realisierung mit optimaler Speicherplatz-Ausnutzung analysiert 
werden. 
Weiterhin ist in SLEBE die Multiplikation der zu verarbeitenden 
Funktion~D(t) blockweise mit .Gewichtsfunktionen im Zeitbereich 
möglich. Es handelt sich um folgende einfache Fensterfunktionen 
/49/: 

Rechteck-Fenster g1.(il 
Nur der 1. und letzte Wert jedes Zeitblockes wird zu Null ge
setzt. 

Bartlett-Fenster g2.t!l 
2(t/T) , 

g ,_ ( t) • 2 ( 1 - t / T) 
0 

für O:» t~T/2 

für T/2~ t~ T . 
sonst 

(119) 
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las bedeutet Faltung im Frequenzbereich mit der komplexen Fou
riertransformierten: 

A (' f ) = J_ . ( s i n tr f T / 2 ) 2.. ex P [-J"rr f r] 
~' J 2 7l"f T 12 (120) 

Hanning-Fenster: 

g:a(t) ={0,5+0,5·cos2rr(t/T-0,5J für O~t~T (121) 

0 sonst 

,,,,.. A93 ( j f) =0,5 As. (jf) + 0,25 {As.[j( f-1/T~+As.[i ( f +1/T J]} c122> 

,..., 
mit Ag0 (jf) nach Gleichung (115) 

~Ia,nuuing-Ft)nster (optimales Cosinus-Fenster) i 

g {t)=={0,54 +0,46cos2rr{t/T-0,5) für Ost ~r c123 ) 

" 0 sonst 

==> A9, (j t J -0,54 A~0 (jt J +0,23{ A9.[j(t-0 l) +A5.[j ( t +VT J] c124> 

Die Multiplikation mit den Gewichtsfunktionen g1(t) im Zeitbe
reich ~Uhrt insgesamt au! zu kleine Spektralwerte, deshalb sind 
im Programm Vergrößerungsfaktoren tilr die Spektralleistungen 
k

0 
• 1, k1 = 1, k2 • 4, k3 • 4 und k4 = J.4J /51/ berilcksichtigt. 

Diese Faktoren ergeben sich aus dem Verhältnis der Fouriertrans--formierten Agi bei f • 0: 

kij~g.(0))2. (125) 

. \Agi(O) 

d. h. aus dem Verhältnis der Flächeninhalte, die durch die Ge
wichtstunktionen . g1 ( t) 1m Bereich O ~ t ;:;. T eingeschlossen wer
den. 
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4.4. Beispiele zu deterministischen Funktionen 

4.4.1. Harmonische Beanspruchung 

Wenn die Gleichungen (110) bwz, (118) verteilungsfrei si~d, 
muß damit auch die Lebensdauer eine~einfachen Sinusfunktion G(t) 
Uber ihre Momenta.nwerte o1(t1 ) berechenbar se1nz 

Beispiel 1 Es .sei o(t) • e-1 • ein 2 Tl' f
0 

t 

mit e-1 • 180 MPa, f 0 • 20 Hz, siehe Bild 5. 

G" 

t 
o(t) 

6i ( t;) 

~t 

Bild 5: Harmonische Funktion o(t) 

Es soll folgende Wöhlerlinie geltenz 

N ( G") = 1,27 · 10 
17

• o - 5','IZ (126) 

Daraus folgt die zugehBrige experimentelle Lebensdauer NE ( tr1) ~ 

75897 bzw. fUr die Frequenz f
0 

die Lebensdauerzeit TE • 3794.85 s. 
Die Funktion 6'{t) wurde mit einem speziellen Programm /54/ dig1• · 
tal als Wertefol~e 6'1Cti) zu 50 Werten je Schwingspiel erzeugt 
und auf de~ r~gnetplatte abgelegt. 
In Anlage A 5 sind die Ergebnisse der Berechnung mit SLEBE fUr 

5000 Momentanwerte enthalten. Jedes Beispiel vrorde mit den 
4 Fensterfunktionen g1(t) bis g4(t) nach Abschnitt 4•3 berechzlet. 
Die beste Ubereinstimmung im .Beispiel 1 zur vorgegebenen Lebens- · 
dauer TE liefert das Hanning-Fenster mit dem Faktor T~fL • 1.03 
und das Hamming-Fenster mit 0,98. 

Beispiel 1a Es soll die theoretis·che Lebensdauer fUr je eine 
Sinusschwingung mit Zug- und Druck-Mittelspannung 
untersucht werden, Bild 6 
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a) o b) 6'( 
~ 

~mi 
0 0 

6""m» ::-t 

Bild 6: Sinusbeanspruchung a) mit konstanter Zug-Mittelspannung 
G'mz und b) mit konstanter Druck-Mittelspannung 6'mn 

Zahlenwerte: 6'a = 180 MPa, 6'"mz • 60 .MPa, ()mD • -60MPa, 
t 0 = 20 ·Hz. 

Unter Einbeziehung der \Vöhlerlinie (126) lauten dazu die SLEBE
Ergebnisse (Hamming-Feneter)s 

TLZ = 812 ,39 s und ~D = 34817,6 s 

oder in Schwingspielzahlen 

~z = 162.5 und 

FUr eine Mittelspannung Om = O ergab die Wöhlerlinie den Wert 
NE= 75897, siehe oben. Unter BerUcksichtigung von (45) folgt 
daraus eine sehr große Mittelspannungsempfindlichkeit "'f = 1,52. 
FUr reale Werte gilt '\f.~O,) /55/, d. h. durch die pauschale 
Verarbeitung der in Bild 6 dargea.tellten Beanspruchungsverläufe 
mit dem Programm SLEBE wird der.Einfluß der Mittelspannung erheb
lich Uberschätzt. 

Es wird deshalb fUr alle SLEBE-Anwendungen folgender Verfahrens
weg vorgeschlagen: 

1. Erwartungswert _}-(~(konstante Mittelspannung) der Beanspru
chungs-Zeit-Funktion berechnen 

2. Zentrierung der Funktion 6'(t) auf den Erwartungswert 

). FUr die Berechnung der Schädigungsgradienten Verwendung der 
Wöhlerlinie mit dieser konstanten Mittelspannung ()m • f'ö• 

Daraus ergeben sich fUr die Eingabe des Beispieles 1a in SLEBE 

die Änderungen: · 

Zug: Oma.x • 180 MPa (vorher 240· MPa), N(ö) • 7,1745•1016• $'-5,42 

Drucks ()nax= 180MPa (vorher 120 MPa), N(G') • 2,129 •1017. 5-5,42 , 

jeweils N(ö) berechnet fUr '1- • O,J. 
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Mit diesen neuen Werten ergab SLEBE (Hamming-Fenster)s 

NLz = 43563 und NLD • 129261 

unter BerUoksichtigung der Frequenz f
0

• 

4.4.2. Blockprogramme 

In Anlage A5 sind dazu ) Modellbeispiele Nr. 2 bis 4 ·enthalten. 
Es handelt sich um Blockprogramme konstanter Frequenz, ohne 
Mittelspannungsschwankungen. FUr derartige Fälle stellt Glei
chung (90) die exakte Lösung für das Programm SLEBE dar. Der 
Vergleich der SLEBE-Ergebnisae mit diesen ll>sungen zeigt wieder 
fUr das Hanning-Fenater (121) die beste Ubereinstimmung. 

Die Beanspruohungaverläuf e 2 bis 4 wurden al& Extremwertefolge 
mit Hilfe des Programmes ·PEXTF /56/ erzeugt und durch das Pro
gramm EMOA /57/ mit Momentanwerten so aufgefUllt, daß zwischen 
je zwei Extremwerten ein Sinus-Halbschwingspiel digital vorhanden 
war. 

4.4.3. Periodische Beanspruchung 

a) Im Rahmen eigener ErmUdungsfestigkeits-Experimente wurde die · 
Wirkung biharmonischer Beanspruchungs-Zeit-Verläufe an gekerb• 
ten Rundprogen unter Zug-Druck-Belastung experimentell unter
sucht und entsprechenden Ergebnissen mit dem Programm SLEBE 
gegenUbergestellt. 
n.ie ~l.ei~~hiln h.\mi.tp:rQben ver~ndete D. lan~ /58//59/ !ilr seine 
Ve1„su~l'1.sd.\ll"~hi'Ul1.ru11g. ii'Ur 50 ~ :$ruchwallrscheinlichkeit ermit

telte er die Wöhlerliniengleichung (126). 
Als PrUfma.schine diente eine prozeßrechnergesteuerte Hydro
pulsanlage (Hersteller: Schenck-AG, BRD 1976) der Sektion 
Grundlagen des Ma.schinenweaens der TU Dresden~ Die P.rilfung 
erfolgte kraftgesteuert auf einem 16 kN-PrUf'zylinder. In An• 

lehnung an ein Beispiel in /60/ kamen drei biharmonische 
Beanspruchungsverläufe ~ j(t) mit einem einheitlichen Maxi-

" p malhorizont ()" a 170 ·Jl4Pa (Nennspannung im Nettoquerschnitt) max 
zur Anwendung, Bild 7• 
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5 61>, ('f:) 

f 

6 

t 

G'p1 { t J = S"f s in CJ t + ~ · s in 3 <J t 

Öpl. (t) - 6'1 ·si n wt + ~ ·sin(3CJt+7r) 

6'p
3 
(t) = o,_ · sin(~t) + ~~ ·sin 3tJt 

Bild 7: Biharmonische Beanspruchungen mit W m .31 ,416 s-1, 
6'1 =157,4 MPa ·und 6'2 = 113,3 MPa 

Es handelt sich hier um die Beispiele 5, 6 und 7 in Anlage A6. 
Die -Eigenkreisfrequenz lJ= )1,416 s-1 bedeut~t. daß tUr die 
Oberschwingungen einheitlich die Frequenz 

f 3"" = 15 Hz 2 .... 211' 
verwendet wurde. 
Mit Hilfe spezieller Prozeßrecbnerbefehle zur Ansteuerung ein
zelner Extremwerte /61{ wurden .die Verläufe öpj(t) auf der . 
Hydropulsanlage realisiert• D'ie damit ermittelten Bruchs'chwirig
spielzahlen fUr 50 % Bruchwahrscheinlichkeit fUr je 7 ·bia 8 

Einzelproben wurden in die experimentelle lebensdauerzeit TE 
umgerechnet, Anlage A6. · · 
Parallel zu den Versuchen erfolgte mit dem Programm SINUSK /54/ 
die Erzeugung von je 5000 Momentanwerten der entspreohendQn 
digitalisierten Verläufe auf der Magnetplatte zur Eingabe in 
SLEBE. Die so hergestellten "mathematischen Sollwerte" stimmen 
sehr gut mit gemessenen Istwertverläufen Uberein. In Anlage A7 
sind fUr die Beispiele · 5 und 7 Soll- und Istwerte gemeinsam 
dargestellt. Jeweils darunter betinden sich die originalen 
und gefilterten Schädigungsgradientenfunktionen aD(t) der 
Sollwerte und daneb~n die dara~ ermittelten Leistungsspektren 

G 41D(f) • G llD(i')/G ADmax· 
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Die Ergebnisse mit SLEBE in Relation zu den experimentellen 
Werten TE zeigt Anlage A6. Dabei sind hier und in den folgenden 
Beispielen die Schadenssummen Q angegeben: 

Q. = Ti:: C 1 2·7) 
TL 

d. h. es werden die experimentellen Werte auf die mit SLEBE er-
mittelten Werte TL bezogen. Q ::> 1 bedeutet, daß die Berechnung 
eine kUrzere Lebensdauer gegenllber d~m Experiment lieferte. 

b) F. Iarige /62/ fUhrte Versuche durch, bei denen die Erzeugung 
der Beanspruchungs-Zeitverläufe durch tlberlagerung von Recht
eck-Impulsen versohiedener länge TR mit einer harmonischen 
Funktion erfolgte, Bild 8. 

0 

t 

Bild 8: Überlagerung von Rechteck- und Sinusfunktion 

FUr diese ·Versuche wurden mit SLEBE drei Beispiele gerechnet. 
Das Ergebnis ist in Anlage A 8 enthalten. 
Vor der Eingabe in SLEBE wurden gemäß Abschnitt 4.4.1. die digi
talisierten Beanspruchungs-Verläufe auf den Erwartungswert zen
triert und die Wöhlerlinie mit der von Null abweichenden Mittel
epanm.~ng verwendet. Die geänderte Kons.tante ~ ergab sich aus de::J;" 
Berllcksichtigung einer konstanten Mi ttelspannungs~mpf.indlichke1 t 
"'t = 0,216 fUr große Blocklängen bzw. TR. Die in der Anlage AS 

abgebildeten Verläufe wurden wieder durch PEXTF /56/ in Komb1-
na tion mit EMOA /57/ digital erzeugt. 

o) Wirthgen /63/ realisierte ein umfassendes Versuchsprogramm zum 
Einfl.uß variabler Mittelspannungen, in dem er die Überlagerung 
jeweils zweier Sinusschwingungen verschiedener Frequenzen 
variierte. Eine dieser . Beanspruchungs-Zeit-Funktionen ist 
im Bild 9 dargestellt. 
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Bild 9: Periodische Beanspruchung nach Wirthgen 

14 der insgesamt 41 biha.rmonischen Funktionen wurden mit dem 
Programm .SINUSK /54/ digital rekonstruiert und mit SLEBE auage
wertet •. Die Ergebnisse sind in Anlage A9 bis A12 enthalten. 
Die Wöhlerlinie wurde aus den Werten fUr f = 35 Hz, siehe Ta
belle s. JJ in /63/, 6'1 = 24 kp/mm2 und 6'2 .a 14 kp/mm2 be
stimmt. Da.raus entsteht die Gleichung 

11 -S.61 
N(~) ::r 8,216 ·10 · ö 

1'Ur 6' in MPa. 

Die Bruch-Schwingspielzahlen der periodischen Beanspruchungen 
wurden dem zugehörigen Versuchsbericht /64/ entnommen und ·Uber 
die jeweils höhe're Frequenz in die experimentelle Lebensdauer
ze1 t TE umgerechnet. 

4.5. Beispi~le zu stochastischen Funktionen 

4.5.1. Schrralbandprozesse 

a) In /65/ wurden Ermüdungsfestigkeitsversuche an gekerbten 
Rund- und Flachproben fUr Pseudo-Randomversuche (Regellosig
kei tskoeffizient i = 1) vorgestellt. Da es sich um Beanspru
chungen konstanter Freq.uenz ohne Mittelspannung handelt, kann 
Gleichung ( 90) zur Berechnung. von N 1 angewendet werden. Zu 
diesem Zweck wurden aus /65/, Anlage A49,d1e Kollektivwerte 
des 8•Stufen-Prograrnms . entnommen und die Lebensdauerberech

nung durchgefUhrt. Es liegen fUr 4 Probenformen Ergebnisse zu 
je zwei Spannungshorizonten vor. Die Scbadenssuinmen NJ3/NL 
sind in Anlage A13 enthalten. 
Auf die Berechnung mit SLEBE wurde hier verzichtet, weil 
einerseits die Rekonst-ruktion der regellosen Verläufe einen . . 
größeren Aufwand bedeutet und andererseits NL in diesem Fall 
die exakte lßsung :f'Ur SLEBE wie im Abschnitt 4.4.2. repräsen

tiert. 
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b) Von Wirthgen /63/ wurden auch Untersuchungen an gekerbten 
Flachproben mit regelloser Beanspruchung (Regellosigkeits
koeffizient i = O ,93 und Korrelationskoeffizient r = 0 ,5) 
durchgeführt. Interpretiert man die verwendete Funktion 6'(t) 
im Sinne des Abschnittes 4.3.2. näherungsweise als Beanspru
chungsfolge konstanter Frequenz ohne Mittelspannung, so kann 

. ' 
wieder Gleichung · (90) zur Et'mittlung der Lebensdauer Nr, be-
nutzt werden. 
Die Ergebnisse der Berechnung sowie eine Darstellung der 
Funktion o(t) und der Amplituden ß'j in .Abhängigkeit vom 
L~garithmus der absoluten Summenb.äufigkeiten Hj (Amplituden
kollektiv G'j (ln Hj)) zeigt Anlage .A.13. 

c) Luber /66/ führte neben zahlreichen anderen Untersuchungen 
El:'müdungsfestigkeitsversuche mit i = 1 .an ungekerbten Rund
proben durch. Et'gebnisse der Berechnung mit Gleichung . (90) 
sowie die Darstellung der Zeitfunktion und des Geradlinien
kollekti ves befinden sich in Anlage .A.12. 

4.5.2. Breitban~prozesse 

Zur Nachrechnung experimenteller Werte mit SLEBE 1 wurden Bean
spruchungs-Zeit-Verläufe . analysiert, für die D.Lange /58/ Un
tersuchungen an gekerbten Rundproben aus St 38 durchgeführt 
hatte. Es handelt sich dabei um Gauß•sche Prozesse mit variier
ten Regellosiglteitskoeffizienten. 
Die Sollwertverläufe der regellosen Beanspruchungen hat Lange 
mit dem Programm GAUS 20 /67 / erzeugt, das aui' der Grundlage 
der Näherungsgleichung (1~) arbeitet. Die so ermittelten Extrem
werte wurden dann mit konstanter Frequenz (Pseudo-Zufallsprozeß) 
vom Prozeßrechner dem Hydropuls-Zylinder vorgegeben. 
Für die Eingabe in SLEBE wurden drei der von Lange verwendeten 
regellosen Beanspruchungsverläufe ausgewählt und noch einmal 
mit dem Programm. GAUS 20 erzeugt und die Extremwertfolgen auf 
der Magnetplatte abgelegt. 
Ausschnitte dieser Verläufe für 1 • 0,95, 1 • 0 17 und 1 = 0,3 
sind in Bild 1o dargestellt. 
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Flir die drei Verläufe gilt einheitlichs 
J\ . 

- Crestfaktor C = ffma:x/ S'eff = 3,7 

- Sequenzlänge NS = 240 · 000 Schwingspiele 

- konstante Frequenz je Schwingspiel f 0 = 15 Hz 

- Wöhlerlinie (126) für 50 % Bruchwahrscheinlichkeit 

Erm.üdungsf estigkeitsversuche 
von D.Lange 

Bild 1os Ausgewählte regellose Beanspruchungsver.läufe 

Die Nachrecbnung mit SLEBE wurde durch den Umstand erschwert, 
daß nur ein Teil der Sequenzlänge von 480 000 Extremwerten auf 
der Magnetplatte abgelegt werden konnte. Es können nur maximal 
jeweils 32 767 Werte aixr die Platt~ übertragen werden. /68/. 
Durch Klassierung der Maxima und Minima mußte deshalb zunächst 
getestet werden, wie wei_t durch die wesentlich verringerte Anzahl 
der abgespeicherten Extremwerte bereits die Ri.ce-Verteilung der 
vollständigen Sequenzlänge gewährleistet ist. Et-gebnisse einer 
Klassierung mit /69/ zeigt Bild 11 in Form relativer Summen
häufigkeiten der Maxima für i = 0,3 und i = 0,95. 
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Bild 11z Verteilungsfunktion 

~ ... --

.... " F1 ( o) der Maxima 

480 000 Extremwerte, 
aus /58/ 

32 000 E>ctremwerte , 
neu klassiert mit /69/ 

Zu.r quantitativen Abschätzung der Wirkung von Abweichungen zwi
schen den Verteilungsfunktionen für 480 000 und 32 000 Ex:trem
werten auf die Lebensdauer wurde jeweils die Häufigkeitsdichte 
der regulären Maxima abgeleitet und eine lineare Schadensbe
rechnung nach Corten/Dolan durchgeführt. Es ergab sich aus die
ser Näherung folgende Verkürzung v1 der Lebensdauer für die 
geringere Extremwerteanzahl gegenüber der vollständigen Sequenz
länge: 

Das ist im Mittel 60 %. Die auf der Basis der geringeren E'.ctrem
werteanzahl ermittelten Lebensdauerwerte sind also um ~en Faktor 
0,6 zu klein. Deshalb müssen sie durch 0,6 dividiert werden, 
wenn ein Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen reali
stisch sein soll. 
Durch das Programm EMOA /57/ .wurden jedem abgespeicherten EJctrem
wert 5 Momentanwerte so zugeordnet, daß sinusförmige Halb,. 
schwingspiele e.ntstanden. Diese um den Faktor 5 größere Anzahl 
von Momentanwerten wurde e~enfalls auf dem Magnetplattenspeicher 
abgelegt • • 
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Außerdem kamen nur 20 000 Ertremwerte, d. h. 100 000 Momentan
werte, zur Anwendung. Die Verteilungqfunktionen der 32 000 und 
der 20 000 ~tremwerte waren nahezu gleich, so daß auch hier 
der Fnktor 0,6 beibehalten werden konnte. 
In Anlage A14 sind die Ergebnisse der Bereohnung mit SLEBE ent
halten. Erst nach Division durch 0 1 6 wurden die Schadenssummen Q 
ermittelt. 
Bild 12 zeigt die von D.Lange ·ermittelten Versuc~swerte im Ver
gleich zu den mit SLEBE berechneten Et'gebnµ;sen, umgerechnet 
auf Bruch-Schwingspielzahlen N. 

d 220 
Q. 

i•0,3 

~ 

.!: 
<Co 

ro 
150 

i-o,as i•0,7 

120 

2 5 10 1,5 __ ..,.N 

:Sild 12s Wöhlerlinie (WL) ; experimentelle Lebensdauerliniens 
(1) i = 0,95, (2) 1 = 0,7, (3) 1 = 0,3; 
numerisch berechnet mit· SLEBE 1s (4) i a 0,95, 
( 5) = 0 '7 t ( 6) 1 = 0 '3 ' 
analytisch berechnet für 1 = 1,0i 
(7) nach Miles, (8) NLG nach Gleichung (128) 

In Bild 12 sind zusätzlich zwei analytisch berechnete Lebens
dauerlinien (7) und (8) für die theoretische Regellosigkeit 
i = 1,0 eingetragen. Dabei stellt Linie (7) das Ergebnis nach 
MUes (23) dar. 
Der Linie ( 8) lie.gt eine analytische Formulierung der vertei-· 
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lu..ngsfrei~n Lebensdauer NL (90) speziell für schmalbandige 
Gaußprozesae zugrunde. 
Arvüog· ~u Miles wurden · die Summen in Gleichung (90) durch Inte
,grale über die rn;Yleighverteilte Häufigkeitsdj,chte der Maxima 
ersetzt und wieder die Gam.mafunktion (30) zur rationellen Be
schreibung dieser Integrale verwendet. Dann entsteht· aus~ die 
L.ebensdauer NLG für den Sonderfall des schmalbandigen Gauß

prozessess 

Kw 
NLc;- „/ „ f 

I r(f+1)' · 2T·ß'eff 
~ NMI (128) 

Wie bei Gleichung (23) ist auch hier durch die Vorgabe des 
Spannungshorizontes über den Crestfaktor ~er Ef'f ektivwert ge
geben und mit den Wöhlerlihienkonstanten. ~ und f die Lebens• 
dauer NLG ein.fach berechenbar. 

4.6. Schadenssummen der Beispiele 

Sofern experimentelle Werte vorlagen, wurden die Schadenssummen 
der vorgestellten Beispiele statistisch ausgewertet, um einen 
überblick zur Anwendbarkeit des quadratischen Mittelwertes (58) 

zu erhalten. (Es sei .darauf hingewiesen, daß dieser Mittelwert 
aus mathematischen Gründen eingeführt ~de). 
Für }4 Beispiele, Anlage A15, wurden die Positionswahrscheinlich
keiten nach der Rossow-Formel /70/ geordnet und über die Scha
denssummen Q im Gauß•schen Wahrscheinlichlreitsnetz mit loga
rithmischer Abszisse aufgetragen, Anlage ·A16. Es handelt sich 
dabei um Et>gebnisse des SLEBE-Programmes unter Verwendung der 
Hanning-Fensterfunktion (121) bzw. um Ergebnisse nach Glei
chung (90). Jede Schadenssumme wurde .für drei yersionen des Fak
tors u gemäß Abschnitt 3.4. berechnet, 

u = -{2' (Programm SLEBE.1) ,einfachste Näherung, 

u = u(f) gültig für Schmalbandprozes-se, für andere Vor
gänge wird die Lebensdauer zu hart berechnet, 

u = uB(f ,i)für alle Prozesse gültig. 

Dadurch ergaben sich drei verschiedene Verteilungsfunktionen für 
Q. Unter Anwendung einer logarithmischen Uormalverteilung erfolgte 
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die statistische Auswertung mit Hilfe des Programm.es EREG /71/, 
so daß die Geraden im Wahrscheinlichkeitsnetz, Anlage A16, 
Ergebnisse einer linearen Regression nach dem Gau.ß'schen Fehler
quadratminimum darstelle~. Die Kennwerte der Verteilu:ngsfunktionen 
sind in der Tabelle 1 enthalten. 

Tabelle 1: Ergebnisse der statist.ischen Auswertun.g für 34 
Schadenssummen 

u = Erw.artungawert Median . Stre·uspanne 

ff 1,12 0,92 5,02 (4,74) 

u(f) 1,64 1,34 5,13 (4,73) 

uB( f ,i) 1,26 0,98 6,23 {5,50) 

Die streuspanne ist hier als Verhältnis von 90 zu 10 % Erwartfungs-. 
wahrscheinlichkei t der Schadenssummen definiert. In Klammern 
si.nd die zusätzlich nach der Momentenmethode /7~/, /?4/ ermittel
ten Streuspannen angegeben. 

;. Ubersicht zur vorgeschlagenen Lebensdauerberechnuns 

Folgende wesentliche Schritte sind bei der Berechnung zu beachten: 

1.) Digitalisierung der Beanspruchung 6'(t) in Momentanwerte <J1 (t1) 

2.) Zentrierung der Funktion <r1 (t1) auf ihre konst~te Mittel-
spannung (J'm. Et'mittlung .des ~egellosigkeitskoef:f.'izienten i 
~ des absoluten Maxirilwns G'"ma.x der zentrierten Funktion 
( omax gilt als Spannungshorizont für die Lebensdauer). 

3.) Um:formung der Wertefolge 6"1 (t1) in eine. Schädigungagra
dientenfunktion 

1 +f 
z. B. LiD; ( t;)-= Kw · 6 ; (für 6"1 > 0) 

mit ~ und f : Wöhlerlinienlconstanten unter Berücksichtigung 
der konstanten Mittelspannung &m. 

4.) Berechnung der diskreten einseitigen Spektralleistung;en 
G .AD.t (f.() durch schnelle Fourier.transformati.on (b~ockweise 
Zugriff auf die Zeitfunktio~ ..1D1(ti) und arithmetische 
Mittelung der Spektralleistim.gen aller Blöcke) 

5.) Anwendung der Gleichung (110) ~zw9 (118) 
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Tabelle 2 zeig~ noch einmal ausgewählte Gleichungen in Gegen
überstellung zur Palmgren/Miner-Formel. 

Tabelle 2: 

Palmgren/Miner 
(ohne Dauerfesti&ceit) neue Formel 

N= 1 
(51) N= 

1 
<NM LlOK 

(.58) 
M L LlDl· 

Schmalbandprozeß 

N = nses (25) N =f ngcs ' (90) 
M t Jl!L L. m n 

[--.!\:-
J<•1 NK K•1 NK 

Gauß•scher Schmalbandprozeß 

N = Kw Kw-
Mi r (f + 1) . 2:f. Oeff „ (23) Nv.= f ' :!.. f (128) ./(f+1) ·2a. ·()eff 

~reitbandprozeß allgemein anwendbari 
nur für spezielle Prozesse 1 

(100) analytisch formuliert 
TL= ( ) f [" ' ~Näherungsansätze z. B·. 

3 5) und ( 46) für Gauß-
Ua f, i . ~ (f)·f1df 

,..., " ~o 
sehe Prozesse) GaD(f) .aus Fouriertransformation 

der Funktion LlD(t) = ~w. 0 +-f 

Ei!Y5angsgrößen 
Häu.figkeitsverteilung von Momentanwerte 
Extremwerten 

Datenaufbereitung 
Klassierung ausgewählter - Umformung der momentanen Bean-
Werte, ggf. Reduktion auf spruchungen in momentane Schädi-
ein einparametriges Bean - gungsgradienten LlDi 
spruchungs-Kollektiv - diskrete Fouriertransformation 

der Werte LlDi 

Gerne insamJce i ten: 
a) Wöhlerlinie als Bezugsniveau für die Schädigung 
b) Lineare Schadensakkumulationsbypothese, d. h. 

die Re.ihenfolge der Schwingspiele ist ohne. Ein-
fluß auf das Et'geb~is der Berechnung. 
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6. Zusnmmep.f as[Jung 

ES wurde gezeigt, daß die Palmgren/Miner-Formel einen arithme
tischen Mittelwert von Blockstufen-Schädigungsanstiegen (Gra
dienten) darstellt. Dieser Mittelwert liefert jedoch keine all
gemein gültige Beziehung zwischen Gesamtleistung der Momentan
werte und beliebigen Amplitudenverteilungen. Deshalb ist in 
bisherigen Lösungsansätzen, die auf der Hypothese von Palmgren/ 
Miner beruhen, neben der .spektralanalytisch ermittelbaren Ge
samtleistung ein Funktionsterm zur Charakterisierung der spe
ziellen Amplitudenverteilung enthalten. Diese Verteilung muß extra 
ermittelt o·der vorausgesetzt werden, weil sie maßgeblich die Le
bensdauer beein:flußt. Im Unterschied dazu wurde im Abschnitt 3 
ein quadratisch~r Mittelwert der Blockstufen-Schädigungsgradienten 
als Lebensdauer vorgeschlagen und gezeigt, daß dieser Mittelwert 
die Zerlegung in Gesamtleistung von MomentanwerteI:L und einen für 
beliebige Amplitudenvert.eilungen gültigen Faktor erlaubt, wenn 
die Momentanwerte Schädigungsgradienten sind, aJ.so bereits Infor
mationen zurWöhlerlinie beinhalten. Die Umformung der Beanspru
chungs-Zeit-Funktion in eine Schädigungsgradienten-Zeit-Funktion 
und deren Spektralanalyse stellt somit ein wesentliches Merkmal 
der verteilungsfreien Lebensdauerberechnung dar. Verteilungsfrei 
heißt nicht, daß die Amplituden-Häufigkeit keinen Einfluß bat,_ 
sondern daß diese maßgebliche Funktion bei Anwendung des Verfah
rens nur nicht zusätzlich formuliert werden muß• weil ihre kon
krete schädigende Wirkung bereits implizit erfaßt ist. 
Für Schmalbandprozesse entsteht als Sonderfall eine einfache For
mel (90), die ebenso leicht ·zu handhaben ist wie die Gleichung 
nach Palmgren/Miner - jedoch im Verhältnis dazu stets eine kür
zere Lebensdauer ergibt. 
Die verteilungsfr~ie spektralanalytische Lebensdauerberechnung 
ist in der vorgeschlagenen Form einerseits durch lineare Scha
densakkumulation und andererseits durch die Anwendung digitaler 
Signalanalyse gekennzeichnet. In beiden Fällen entsteht für das 
Berechnungsergebnis eine unvermeidbare Unschärfe. Zu einer Ge

nauigkeitssteigerung bei der digitalen Verarbeitung der Momentan
werte kann die gleitende Fouriertransformation /76 - ?8/ einge
setzt werden, die bereits in Programmen für Maschinendynamik 
an der TU Dresden existiert /79 - etJ/. Weiterhin ist zu beachten, 
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daß die zu t:eansformierende Funktion erheblich streuungsbehaftet 
ist - nämlich die Wöhlerlinie in ihrer Gradientenforni LlD(t). 
übliche Streuspannen für Wöhlerlinien liegen bei gekerbten Werk
stoffproben zwi$'chen 2 und 7, bei Schweißkontrulttionen sogar 
zwischen 6 und 11 /81/. Die Bruchwahrscheinlichkeiten de~ Wöhler
linien sind selten aus mehr als 10 Ei.nzelv1erten je Spannungs
horizont ermittelbar, d •. h. es handelt sich um grobe Schätzungen 
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Unter diesem Aspekt 
dürfte die im SLEBE-Proe;ramm angewandte arithmetische Mitta~ung 
der Spektralleistungen hintereinander liegender Datenblöcke (als 

klassische Version der gleitenden FouriertransfCU'mation /76/) 
ausreichende Genauigkeit liefern. Außerdem wir·d für regellose 
Beanspruchung erst bei einer sehr großen Werteanzahl die Be-
dingung der EJ:tgod1zität erfüllt. 

Nun zur Schadensa.kkumulation: Die prinzipiellen Schwierigkeiten 
bei der rechnerischen Lebensdauervorhersage wurden bereits aus
führlich von mehreren Autoren /82 ~ 85/ diskutiert und betreffen 
vor allem die mathematische Modellierbarkeit ·der komplex ablau
fenden Schädigungsvorgänge. Auch der Ubergang vom NennapannUilßs
zum Ke.rbgrundkonze:pt brachte bisher nicht die erhoffte Verbes
serung in Form .einer verringerten Streuspanne der Schadenssummen 
/86/, die als wesentliches Gütekriterium einer Schädigungs
hypothese gilt /83/. 
Unabhängig von dieser Diskussion wurde in der vorliegenden Arbeit . 
für stochastische Prozesse bei der Beschreibung der Zufalls-
variablen verdeutlicht, daß die am Erlde einer großen Datenmenge 
als "skalarer Extrakt" interessierende Lebensdauer nur ein Mittel
wert sein kann. Das beginnt bei der Übertragung der berechneten 
Lebensdauer der ausgewählten Realisierung auf alle anderen Pro
zeßrealisierungen und gilt um somehr, wenn ähnliche Prozesse in 
ihrer Wirkung einbezogen werden sollen, d. h. für artverwandte 
Einsatzfälle. Insofern besteht eine sinnvolle Einheit zwischen 
der theoretischen Annahme linearer Schadensakkumulation und der 
Beschreibung stochastischer Prozesse durch Mittelwertbilduns. 
Ein Hnuptargu~ent gegen die lineare HYI>othese und ihre zahlrei
chen Modifikationen /87 / ist die Tatsache, daß sie bareits für 
geordnete Beanspruchllßgsverläufe überwiegend unsichere Einzel-
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ergebnisse bezüglich experimenteller Werte liefert. Im allgemei
nen führen regellose Beanspruchungen mit gleichen Häufigkeits
verteilungen zu einer noch kürzeren experimentellen Lebensdauer, 
in bestimmten Fällen sogar auf nur 25 % /88/ und weniger /89/. 
Die im Abschnitt 4 erläuterten 34 Beispiele erbrachten jedoch in 
der Mehrzahl Schadenssummen größer eins, wobei die Streuspanne 
für 17 regellose Beanspruchungsverläufe nur Werte zwischen 2,5 
und 3,5 annahm, Anlage A16. 

Abschließend ist zu bemerken, daß in den v.ergangenen Jahren eine 
Vielzahl unterschiedlicher Schadensakkumulationsbypothesen formu
liert wurde. Die hier vorgeschlagene Theorie enthält demgegen
über folgende Vorteile: 

1. Sie ist in Form der Gleichung (90) ebenso einfach anwendbar 
wie die Palmgren/Miner-Formel, führt aber stets auf kürzere 
Lebensdauer.verte. 

2. Für beliebige deterministische oder regellose (stationär
ergodische) Breitbandprozesse wird eine durchgänciee spektral
analytische Berechnung mit FFT auf der Basis der Mome·ntan
werte ermöglicht. Eine Klassierung ist nicht erforderlich. 

Die Streuspanne 'der Schadenssummen weiterer zahlreicher Beispiele 
wird auch hier ein wichtiges Kriterium. für zukün:!tige Anwender 
sein. 
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f.s.Jfpsent*iche Formelzeichen im Teil I 

A (jf) 

~(jf) 

0 

D 

02(„„} 

AD= 1/N 

tiDk 

llD(t) 

LlDef'f' 

E { ... .} 

F( ... ) 

komplexes Amplitudenspektrum 

komplexe .Ariiplitudendichte 

Crestfaktor 

Schädigung 

Integraloperator der Dispersion 

linearer Schädigungsgradient (.Anstieg) 

Stufen-Schädigungsgradient der Stufe K 

Schädigungsgradienten-Zeit-Funktion 

Effektivwert der Fub.ktion .AD(t) 

Integraloperator der .Erwartungswertbildung 

Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion 

f t f
0

, f 1 ••• Frequenzen 

f 1 ( ... ) .f2 (,„)... Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 

F (. .. J Integraloperator der Fouriertransformation 

f-1 { .... } inverse Fouriertransformation 

G(f) 

G(f) 

i 

j=-1-11 
Kw 
K( 'r) 

N 

n 

reelle, einseitige Spektralleistung 

reelle, ein.seitige SpektraJ.dich te 

Regellosigkeitskoeffizient 

Konstante der Wöhlerlinie 

Autokorrel~tionsfunktion eines stationären Prozesses 

Bruch-Schwingspielzahl 

Schwingspielzahl der Beanspruchung bzw. s. 2~ - 29 
An.zahl de_r Meßwerte im Zeitbereich T eines Zeit
blookea 

Häufigkeits-Dichtefunktion 

Schadenssumme 

- 47 -



s 
S(f) 

s(f) 

t, T 

X 

X 

X(t) 

r 
p 
0 

() eff 

6-' 6-

f 
'I 
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Leistung 

reelle, zweiseitige Spektralleistung 

reelle, zweiseitige Spektral.dichte 

Zeit 

Transientenfaktor 

Fel~tor zwischen Effektivwert und quadratischem 
Mittelwert der Amplituden 

deterministische Variable 

Zuf allsvariable 

Zufallsproze.ß 

Gammafunktion 

·Erwartungswert 

Spannung (Beanspruchung) 'in MPa 

Ef'fektivwert der Spannung 

Beanspruchungs-Maximum bzw. -Minimum e 1.nes 
Schwingspieles 

Wöhlerlinienexponent 

Mittelspannungsempfindlichkeit 

Eigenkreisfrequenz 

arithmetischer Mittelwert 

quadratischer Mit tel wert :. f < )a.' 

Die anderen im Text ·erläuterten Formelzeichen wurden nicht 
mehrfach zitiert. 



Teil II 

Berechnung räumlicher Spannungen in den Gleitebenen von Zwei
~eilchen - Sintermodellen mit FEM 

1. }Einleitung 

Die zunehmende Bedeutung der Pulvermetallurgie für eine abfall
freie und energiesparende Massenproduktion von Formteilen führ
te zu einem wachsenden Interesse an den theoretischen Grund.lagen 
des Sinterns. Eine geschlossene physikalische Theorie gibt es 
dazu nicht, weil abhängig vom sinternden System und verschiede
nen Parametern stets mehrere, sich gegenseitig beeinflussende 
Vorgänge ablaufen. Um gezielt in den pulvermetallurgischen Fer
tigungsprozeß eingreifen zu können, besteht 4aher das Anliegen 
der gegenwärtigen Sintertheorie vorrangig in der Erforschung 
elementarer Teilvorgänge und ihrer koIIl)?lexen Wechselwirkung. 

~riebkra:ft des Sinterns ist wie bei allen selbständig ablaufen
den Vorgängen die Diffe·renz der freien Energie zwischen A.nfangs
und Endzustand. Dabei wird die Energiedifferenz durch Reduzierung 
äußerer und innerer Oberfläche.n, Strukturdefekte und Ungleich
gewichtszuständ~ abgebaut. Im Ergebnis schwindet das poröse 
Formteil zu einem festeren und dichteren Sinterkö.rper. 
Wird kein äUßerer Preßdruck aufgebracht, so handelt es sich um 
"freiwilliges" Sintern. In diesem Fall schwindet und verdichtet 
sich der disperse Körper ausschließlich infolge von Kapilla.r
kräften, die durch die Oberflächenspannung erzeugt werden. Der 
Materialtransport erfolgt vo~iegend über Diffusionsvorgänge 
/90/, die als Leerstellenstrom von den als Quellen Wirkenden 
Poren zu den Leerstellensenken bzw. als entgegengesetzter Atom
strom interpretierbar sind. Als vorrangige Leerstellensenken 
wurden bisher die Gefügegrenzen angesehen. Allein damit läßt 
sich aber die große Geschwindigkeit und der Betrag der Formän
derung des Sinterkörpers im Schwindungsstadium nicht ausreichend 
erklären /91/, /92/. Sie werden jedoch verständlich, wenn die 
während des Sinterns wirkenden Versetzungen als effektive Leer
stellensenken zusätzlich berücksichtigt werden /9~/ - /95/. 
Nach der von Schatt und Friedrich begründeten Selbstaktivierungs
theorie /91/ - /93/, /96/ entstehen im Gebiet der Teil~hen
kontakte unter dem Einfluß von Kapillarspannungen Zonen hoher 
Versetzungdichte. Die in diesen Zonen ablaufende spontane 
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Versetzungsvervielfachung setzt vo.raus, daß die äußeren Kapilla.J?
spannungen eine bestimmte Größe und Reichweite aufweisen, um die 
im Kontalctgebiet vorhandenen Versetzungsquellen aktiVieren zu 
können. Dafür muß die Kapillarspannung bei einem Multiplikations
mechanismus vom Typ der Frank-Raad-Quelle im Innern der Pulver
teilchen Schubspannungen auf den Gleitebenen induzieren, die die 
Versetzungsquellenspannung des Werkstot:ees übersteigen und soweit 
reichen, daß Versetzungssegmente ausgebaucht, d. h. aktiviert 
werden können. Die Versetzungsvervielfachung erfordert also ein 
aktiVierbares Volumen bestimmter Ausdehnung. 
Zur theoretischen Klärung über die Entstehung aktivierbarer 
Volumina, deren Größe die Versetzungs~uellenlänge übertreffen, 
trägt die Kenntnis der räumlichen Verteilung der -in den Gleit
ebenen herrschenden Schubspannungen wesentlich bei. Diese Span
nungen sind mit numerischen Verfahren effektiv berechenbar. In 
der vorliegenden Arbeit werden sie mit der Finite-Element-Methode 
( FEM) für mehrere Sinterstadien ermittelt und gemessenen Ver
setzungsdichte-Verteilungen gegenüber gestell~. Für die Unter
suchungen wurde Kupferpulver verwendet. 

Die Messungen erfolgten von anderen A~toren aus technLschen 
Gründen an Kugel-Platte-Sinterpartnern. Im Unterschied dazu 
wurden die FEM-Berechnungen für Zweikugel-Sintermodelle.· durch
geführt. Die Ergebnisse sind trotzdem sehr gut vergleichbar. 
weil sich in beiden Fällen die typische stark gekrümmte Sinter
halszone und die daraus folgende Beanspruchung durch. Kapillar

kräfte ausbildet. 
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2. Das Zweiteilchen - Sintermodell 

2.1. Geometrie 

Zur Idealisierung der Vorgänge während des Sinterns wird das 
reale Pulverteilchen zweckmäßig durch ein geometrisch einfaches 
Zweiteilchen-Modell ersetzt /97/. Während für experimentelle 
Untersuchungen das Kugel-Platte-System dominiert, wird für theo
retische Arbeiten das Zweikugelmodell nach Bild 13 bevorzugt. 

r 

v1 Volumen der Halsperipherie 

v2 Volumen der Abplattung 

Halskrümmungsradius 

a Teilchenradius 

h halbe Zentrumsannäherung 

~ Halskrümmungsradius 

Bild 13: Idealisiertes Zweiteilchen-Modell mit Zentrums
annäherung 

Wesentliche Größen zur Beschreibung des Sinterverlaufes sind die 
beiden experimentell erfaßbaren Werte 2h für die Zentrumsannäherung 
als Schwindungsmaß und der Halsradius x. 
Wenn das Volumen V~ der Abplattung dem Volumen v

1 
der Halsperi

pherie entspricht, ist während des Sinterns Volumenkonstanz ge
währleistet. Der Halskrümmungsradius ~ berechnet sich dann 
zu /98/: 

.1 ).. 

S'- X - 2ah + h 
2(a-x) (129) 

Daraus folgt unter den Vereinfachungen a » x und h- 'i i 

rr = 4x QJ. = ~ . ( ~ j 1. (130) 
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Gleichung (130) liefert fili.~ Geometrieverhältnisse~ <0,3 bei 
Kugelmodellen geringe Fehler /98/ und wurde zur Konstruktion des 
in Bild 13 dargesteilten Modelles verv;endet. 
Verschiedene Sinterstadien können damit durch Variation des Hals
krümmungsradius und Halsradius einfach simuliert werden. 

2.2. Äußere Belas.tung beim freiwilligen Sinter;n 

Wird kein äußerer Preßdruck aufgebracht, so wirkt während des 
Sinterns lediglich die Oberflächenenergie als Triebkraft des 
Materialtransportes. Die Herabsetzung der Energie erfolgt dab~i 
durch Atom-Umlageru.ngen. Die Änderung der freien Energie dW 
eines dispersen Systems lautet 

dw CS r ·dA (131) 

mit y-: Oberflächenspannung , dA: Oberflächenänderung. 
Wird ein Volumenelement dV von einem Punkt mit den beiden Haupt
krümmungsradien R.-i und ~ abgetragen oder. angelagert, so gilt 
für die spezifische Energieänderung dW"' /99/: 

dW„= ~ - V-· dA 
dV o d V 

(132) 

Diese Gleichung entspricht der in der Hydromechanik verwendeten 
Laplaceschen Gleichung für den Kapil!ardruck /100/s 

PL _ r (L + L) (133) 
R1 Ri. 

der stets senkrecht auf die gekrümmte Oberfläche gerichte.t ist, 
Bild 14. 

Bild 14& Kräftegleichgewicht am differentiellen Oberflächen
element unter Wirkung der Oberflächenspannung 
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Die Kraft dFP entsteht aus den Komponenten der Schnittkräfte Yd~ 
am Flächenelement dA = ds1 • ds2: 

(134) 

Mit df., = ds1 / R1 und dfl. a ds~/R,_ .folgt aus (1.34): 

d E ~ ll' • ( d s 1. • d S1 + d s 1 • d s Ä ·) ( 13 5) 
1' 4 R1 R~ 

bzw. 

P. • d Ft = r (J_ + ..L} (136) 
L d S1. d S.z. R1 Ra. 

Auf den konvexen Kugeloberflächen gilt wegen R.i = ~ = a: 

R = 2t (137) 
" a 

und auf der konkaven Halskontur im engsten Querschnitt entsteht 
.der maximale Laplace-Druck in Form einer Zugbeanspruchung: 

R - v-. (1- -L) max 4 X ~ (138) 

Als äußere Belastung wirkt also auf der gesamten Körperober
fläche nur der von der Krümmung abhängige Laplace-Druck, so daß 
beim freiwilligen Sintern eine enge Beziehung zwischen Geo
metrie und Belastung be~teht. 

2.3. Beschreibung der realen Oberflä~henkontur 

2.3.1. Ausbildung von Hinterschneidunsen 

Bei dem in Bild 13 gezeigten Modell wird die Meridiankontur 
durch zwei tangierende Kreise der unterschiedli~hen Radien 
und a .realisiert. Am Berührungspunkt beider Kreise entsteht 
deshalb ein Krümmungssprung, der dazu führt, daß die als Zug
spannung im konkaven Halsbereich wirkende Laplace-Spannung ab
rupt in eine wesentlich kleinere Druckspannung auf der konvexen 
Oberfläche übergehti 

X 2 P1-=- - r. ~X+ gi. ~ Pa - + t· a (139) 

Dieser Krümmungsst>rung ist jedoch the;t'modynamisoh nicht stabil 
/101/. Jeder Materialtransportmechanismus außer Kor.ngrenzen
diffusion würde eine derartige Unstetigkeitsstelle ausgleichen 
/98/. Tatsächlich reagiert das Material durch ein Abtragen 



- 53 -

der Oberfläche, wodurch ein allmählicher Krümmungswechsel er
zielt wird. Dadurch entstehen ''Hinterschneidungen", wie sie bei 
experimentellen Untersuchungen a.n Silberkugeln /102/ sowie 
Kupfer- und Glaskugeln /98/ beobachtet wurden, Bild 15. 

z 

r 
--------· --·-·-

X 

Bild 15: Halskontur: (1) nach Bild 13, (2) mit Hinterschneidung 

Diese Hinterscbne.idungen verändern von-angig die Belastungs
verteilung in der Halskontrirzone, wo offensichtlich der Sinter
prozeß am meisten vorangetrieben Wird. ·Deshalb haben sich bereits 
mehrere Autoren mit der mathematischen Modellierung der Hinter
schneidungen pefaßt. 

2.;.2. Numerische Simulation der Halskontur 

Um den sprunghaften Krümmungswechsel zu mildern, ersetzten z.B. 
German und Munir /103/ am idealisierten Zweiteilchenm.odell die 
Kreiskontur in der Halszone durch eine hyperbolische Kosinus
funktion. Trotzdem bleibt eine abrupte Krümmungsänderung er
halten /98/ und es wird auch damit noch keine Hinterschneidung 
beschrieben. 
Für eine realistische Darstellung der Oberflächenkontur gibt es 
bisher noch keine analytischen Beziehungen. Jedoch konnten be
reits NicAols und Mullins /104/ das Problem auf numerischem 
Weg lösen. Dabei wird die Differentialgleichung für einen 
konkreten Materialtransport-Mechanismus in eine Diff'eren zen -
gleichung überführt und für kleine Zeitintervalle die Verformung 
der Oberfläche und damit gleichzeitig .ihre Laplace' sehe Be
lastung simuliert. Der Ausgangszustand wird durch die Geometrie 
und Belastungsverteilung am idealisierten Zweiteilchenmodell 
charakterisiert.- Nichols und Mullins erhielten auf diese Weise 
Ergebnisse für Oberflächandiffusion als ausschließlich wirkenden 
Mechanismus. Bross /105/ und .Exner /106/ haben das Verfahren 
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in einem ueu entwickelten Programmsystem übernoae:n und auf 
Oberflächen- un~ Volumendiffusion angewendet. 
Ross /107/ setzte für ähnliche Untersuchungen finite Elemente 
ein und berechnete ebenfalls durch sukzessive .Änderung der 
Randltontur- und Belastungsparameter bei. vorgegebenen TJ;:>ansport
Mechanismen Hinterschneidungen für verschiedene Sinters.tadien. 

Allen numerischen Lösungen ist gemeinsam, daß sie nicht einfach 
durch eine analytische Gleichung für den gesamten Sinterprozeß 
beschreibbar sind. Noch wesentlicher is·t die Eins'chränkung 
auf bestimmte Materialtransport-Mechanismen. Im Realfall über
lagern sich stets mehrere Mechanismen. Diese Überlagerung erfolgt 
jedoch komplex und müßte durch zusätzliche Annahmen modelliert 
werden. 

2.;.;. Formulierung als Variationsproblem 

Im folgenden wird ein mathematischer Lösungsweg vorgeschlagen, 
der die Berechnung der .Halskontur ohne Vorgabe spezieller 
Transport-Mechanismen ermöglicht. Allerdings ist hier die Her
leitung auf ein ebenes Problem beschränkt und endet vorerst bei 
der Differ.entialgleichung. 
Gegeben sei eine Kette gesinterter, ebener Kreisflächen,· Bild 16. 
Der Abstand z = l zwischen den ·waagerechten Symmetrielinien 
ergibt sich entsprechend Bild 13 aus dem SchwindUngsma.ß h (halbe 
Zentrumsannäherung) und dem .Teilchenradiusi 

t-a-h 

1 r . 
·-1 · . . +. z 

r 

. +· 
Bild 16i a) Eine Kette ebener gesinterter Kreisflächen 

b) B1DUnetrischer Ausschnitt 

(140) 
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Die Oberflächenenergie ist bei minimaler Oberfläche am kleinsten. 
Das bedeutet hier, die Bogenlänge s, Bild 16 b, zu minimieren. 
Dafür geeignet ist die Formulierung.einer Variationsaufgabe: 

i J ds ... Extr. 
0 

bzw. durch Einsetzen der Relation dsJ. • d r1 + d z" 
L f f1+ r1

•' dz „ Extr. 
0 

mit r• = dr/dz. 

(141) 

(142) 

Der konstant bleibende Flächeninhalt A wird du.roh eine Neben
bedingung in Integralform (isoperimetrisches Variationsproblem) 
berücksichtigt: f l 

r dz •A (143) 
0 

Bis hierhin entsteht als Lösung ein einfacher Kreisbogen /108/. 
Da aber beim Halsradius r = x aW3 ~etrieg.ründ.en die Neigung 

(144) 

vorhanden sein muß, ist diese in Form einer zweiten Nebenbedin
sun_g zu formulierens 1 

[ r " d z - m • ( 145) 
0 

II l l 
mit r= dr/dz • 
Die Randbedingung auf der r-Achse wird automati.Sch ~uroh die 
~ansversalitätseigensch~t /109/ erfüllt, weil dieser Rand frei 
beweglich ist. 
Die zur Variationsaufgabe (142) mit den Nebenbedingungen . (143) 
und (145) gehörende Grundfunktion /108/, /110/ lautet: 

H . ( z, r, r ' , r 11
) :::# j 1 + r '"' ' + A · r + 1-l' r 11 < 146) 

mit den Lagrane;eschen Multiplikatoren A und~. 
Folgende Eulersche Differentialgleichung 2. Ordnung ist dem 
Variationsproblem zugeordnet: 

~~ - ddz ( ~~·1 + d~'. ( ;~.) ~ 0 (147) 
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Aus (147) entsteht zunächst ein Zwischenintegral: 
oH , 

H-~·r+ (148) 

unter Beachtung von r• 1 = dr•/dz und c1 als 
Weiterhin folgt aus (146): 

Integrationskonstante. 

CJ H , r 1.1. 

-·r =f or'1 + r'.i. 1 

und 
ö H . r ,, ~ ll. • r „ 
or" r-

Einsetzen von (149), (150) und (146) in (148) liefert: 
\ .2. 

/1+r'.1.'+A·r+11·r11
- r , +11·r 11 -C1 r- f 1 + r' .z. F -

(149) 

(150) 

(151) 

bzw. umgeformt entsteht die de.m. vorges t .ellten isoperimetrischen 
Variationsproblem äquivalente Eulersche Gleichung: 

tl 1 
2 n·r + f ·.t. , + A · r - C1 

I 1 + r 1 
(152) 

Es handelt sich dabei um eine nichtlineare D1fferentialgleichung 
mit 5 freien -Koeffizienten c1 , A, ~ sowie c2 , c3 (Integrations
konstanten) • 
. Zur Ermittlung der speziellen Lösung r(z) werden also 5 Glei
chungen benötigt: 

Drei Randbadingungen: r ( z -J..} - x 

r'(z ... Q -0 

r'(z-.t)-0 

und die Nebenbedinßungen 
..J 

(143), (145): 

/
1
r dz = A / 

() 

jtr'dz =0 
0 

(153) 

Eine allgemeine analytische Lösung für (152) wurde nicht gefunden. 
Der Vorteil einer derartigen Lösung einschließlich ihrer Koeffi
zienten - Ermittlung wäre, daß sie nur von den experimentell zu
gänglichen Werten h, :x: und A abhängig ist. Deshalb könnte auch 
eine numerische Behandlung der Differentialgleichung /111/, /112/ 
von Nutzen sein. 
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3. Versetzungsyervi.elfachung in den Gleitebenen 

3.1. Kritische guellensl'annun5 

Allein durch die Wirkung von Kapilla.rkräften entstehen Spannungen, 
die während des Sinterns zur Versetzungserzeugung ausreichend 
sind. Das belegen verschiedene Experimente an einkristallinen 
Kugel-Platte~ und Kugel-Kugel-Modellen aus Kupfer /91/~ /92/, 
/96/, /113/. Interpretiert man die Versetzungsvervielfachung 
nach dem Frank-Raad-Mechanismus, so läßt sich daraus eine kriti--- -sehe Schubspannung 'rkrit als Quellenspannung 't'Q ableiten. 
Nach der Linienspannungsnäherung /114/ gilt: 

G·b ( ) LKrr~ = '!'Q ... -r 154 

Bei dieser Näherung wird , von der Vorstellung aus gegangen, daß 
sich eine Versetzungslinie wie eine gespannte elastische Schnur 
mit konstanter Spannung verhält. Eine andere Abschätzung über 
den Energiesatz /114/ liefert: 

Für 

,.,.., j_ G ·b 
"kr1t = 3 · -r (155) 

Reinstkupfer sind folgende Werte zu verNendens 

G ~ 104 MPa Gleitmodul bei 1000°0 /11.5/ 
b = 2.,56 • 1ö7 mm Betrag des Burgers-Vektors 

l • 1- = 10-2 mm mittlerer Versetzungsabstand für eine 

iN beobachtete Ausgangsversetzungs
dichte NA ~10-6 om-2 /113/. 

Damit ist die kritische Schubspannung direkt von der Versetzungs
dichte N abhängig. z. B. folgt aus (154)i 

Lkrit a G •b • {N7 (156) 

Die ungünstigere Abschätzung nach Gleichung (154) liefert fol
gende kritische Schubspannung für 1000°0: 

'?'kr1t ~ 0,25 M Pa 

Diese Schubspannung muß durch die Wirkung der außen angreif erden 
Laplace-Spannung mindestens überschritten werden, um Versetzungen 
zu betätigen. Das kann aber nur ge·schehen, wenn "l: krit über die 
gesamte Länge 1 der Versetzungsquellen wirkt. Außerdem können 
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Versetzungen nur in den Gleitebenen verschoben werden, d. h. 
in den Ebenen, die ihren Burgers-Vektor enthalten. Deshalb hat 
es wenig Sinn, etwa Schubspanmmgen 'trz (;parallel zu den 
Symmetrielinien des Sintermodellkörpers) zu berechnen. Diese 
sind außerdem ohnehin in der Rotationsaohse und in der Kontakt
ebene gleich Null, also gerade dort, wo große Aktivität beob
achtet wird. 

3.2. Zeitabhän~ge Veränderuns der Versetzungsdichta 

Die Wirkung der. Versetzungen im Sinterprozeß kann all~mein 

durch einen effektiven Diffusionskoeffienten Deff /113/ beschrie
ben werden& 

Deff - N • D Neff s 
(15?) 

mit D
8

s Koeffizient des vorherrschenden Dif'fusionsmechanismus, 
z. B. Volumendiffusion 

N ' mittlere erhöhte Versetzungsdichte im Kontaktgebiet 
Neff: effektive Versetzungsdichte. 

Wenn die Gesamthai t der Versetzungen gegenüber den Gefügegrenzen
Senken als Leerstellenabsorber überwiegend wirksam sein soll, 
muß die Versetzungsdichte Neff überschritten werden. Neff ist 
nach Geguzin /116/ abschätzbari 

2 

N.ff>(: 10~. L L? (1.58) 

mit ~ s Leerstellenvolumen und L i mittlere Linearkorngröße 
Während des Sinterns bleibt die Versetzungsdichteverteilung 
nicht konstant. 
Die Änderung der Versetzungsdichte mit der Sinterdauer läßt sich 
folgendermaßen beschreiben /113/: 

dN VK. N. A 
dt=- V (159) 

mit A i Oberfläche, Vi aktivierbares Volwnan (Gebiet mit der 
Versetzungsdichte N) und vk: KlettergeschWindigt:e'it 
der Versetzungen /116/: 

V = 2 rr . D.s . .Q . 6"y 
K ln (.l/r0 ) b · k · T 

(160) 
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mit 1 und b wie in (1.5.5), r 0 ~ 2b: Radius des Versetzungs
kernes, k: Boltzmann-Konstante, Tz Temperatur in Kelvin und die 
Spannung 6' v' die sich aus dem Verzerrungsfeld der Versetzungen 
in Abhängigkeit vom Gleitmodul G und der Querkontraktions-
zahl Y- ergibt z 

6: = G · b ·ilf 
V 2tr(1- V') 

(161) 

Der Vergleich Z'Nischen theoretischen Werten nach Gleichung (159) 
und experimentellen Et'gebnissen zeigte /113/, daß die Versetzungs
dichte in Wirklichkeit nicht so schnell abfällt. Die angegeb~ne 
Formel beschreibt lediglich pauschal den Gesamtzustand und nicht 
die Änderung der Versetzungsdichteverteilung in den verschiedenen 
Sinterstadien. Eine detaillierte Erf.assung dieses zeitabhängigen 
Vorganges ist jedoch meßtechnisch gut möglich • 

.Anlage B1 zeigt ein Versetzungsätzbild für einen realen Sinter
kontaktbereich und die über diesem Bereich gemessene Verteilung 
der Versetzungsdichte /117/. Es handelt sich hier um eine Sinter
zeit von 4 Stunden und eine Sintertemperatur ·von 1000°0. 
Die Versetzungsdiclite wurde mittels Kessel-Technik /118/ gemessen. 
Dabei wird durch einen fokussierten Elektronenstrahl in der zu 
untersuchenden Probe eine charakteristische Röntgenstrahlung an
geregt. Die Breite der Röntgeninterferenzen (Kossellinien) 
stellt ein quantitatives Maß für die Versetzungsdichte dar. Damit 
ist es möglich, für jede beliebige Sinterzeit die konkrete Ver
setzungsdichteverteilung zu ermitteln. 
Die Kosseltechnik stellt gegenwärtig das einzige Verfahren dar, 
mit dem ohne größeren Auf'wand Versetzungsdicht everteilungen 
meßbar sind /118/, weil es ein hohes Ortsaufl?sungsvermögen be
sitzt und ohne spezielle Probenpräparation auskommt. Im Vergleich 
zur Intensität lind Form der.Kossellinien /119/ ist die Linien
breite .reltitiv ·einfach meßtechnisch erfaßbar /120/ unp. kann mit 
Hilfe von Eichproben der Versetzungsdichte zugeordnet werden. 
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4. Schubspannung 'luv in den Gleitebenen 

Für eine Berechnung von Spannungen ist die Botationssymmetrie 
des idealisierten Zweiteilchenmodelles sehr vorteilhaft, weil 
damit das räumliche Problem auf ein quasi~ebenes reduzierbar Wird. 
Infolge der Rotationssymmetrie sind in jedem .Axial.schnitt die 
Spannungszustände identisch. Wird außerdem die Teilchen-~etrie 
genutzt, so kann die eigentlich räumliche Spannungsverteilung 
durch eine quasi-ebene Berechnung nur eines .Axialschnitt-Viertels, 
siehe Anlage B2, vollständig ermittelt werden. Speziell für die 
Gleitebenen kann jedoch nicht allgemein Ro.tationssymmetrie voraus
gesetzt werden. Deshalb sei ein idealisierter Zustand betrachtet, 
in dem sich die kubisch flächenzentrierten Gitter-Elementarzellen 
des Kupfers /121/, /122/, Bild 17a, symmetrisch zur Botations
achse gruppieren. 

a) b) z 

Bild 17s a) Elementarzelle des kubisch flächenzentrierten Kupfers 
mit einer schraffiert dargestellten Gleitebene 

b) Idealisierung der Gleitebenen als rotationssymmetri
sche Kegelschar 

Dann bilden die zugehörigen Gleitebenen eine Schar paralleler 
Pyramiden, deren Hauptachse die Rotationsachse z des Zweiteil
chenmodelles ist. 
Die Gleitebenen sind hitrir die Oktaederflä.chen der Elementarzelle 
mit dichtester Packung /122/1 d. h. gemäß den Millerschen Indizes 
die {111}- Ebenen. 



- 61 -

Wird ferner die sechseck.f örm.ige Pyramidengrundf läche als Kreis 
idealisiert, so entsteht eine Schar paralleler Kegel, Bild 17b, 
deren Mantelflächen um den Winkel f gegen die Rotationsachse 
b.zw. um den Winkel V' = 90° - f gegen die Kontakthalsebene (z = O) 
genei~t sind /12~/. 
Die rotationssynnnetrische Schubspannung t:"uv auf den Kegelmantel
flächen ist dann aus dem Kräftegleichgewicht an einem differen
tiell kleinen Ringelement ermittelbar, Eild 18. 

z 

Bild 1ßa Kräfte am differentiell kleinen Ringelement, 
dA: Kegelmantelf1äche 

r 

Das Kräftegleichgewicht in positiver '?'uv-Richtung lautet /123/: 

'Luv·ds·r·dlf-o,-dz·rd'f · Sinf + S'z·dr·rd'f'·cosf + 

+ 7 r z · d z · r d 't · c o s f - ?: zr · d r · r d 'f · s i n f - 0 
(162) 

Für r » dr kann die durch die Tangentialkomponente oy. hervorge
rufene Kraft Ft = ~ o~·drdzdf in r-Richtung vernachlässigt wer
den. Gleichung (162) ist damit nur in unmittelbarer Umgebung der 
Rotationsachse ungenau. 
Mit dr = ds • sinf , dz = ds • cosf und "rz = 'tzr entsteht 
aus (162) die Beziehung: 

"ruv - ( G"', - G'z) · sinf· cosf- 'Lrz · cos· 2f (163) 
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Im rotationssymmetrischen FaJ.l verschwinden die Schubspannungen 
in tangentialer Richtllllg. Außerdem gilt die Bez1ehllllg '"trz = 1:' zr• 
Dadurch verbleiben im Spannungstensor (ö1k} noch drei Normal
spannungen 6 und eine Schubspannungi 

Or Lrz 

{GiK} = 'l:zr 6'2 

"t' 'tr '?:'..,. z. 

Rot.symm. 

0 

0 

&'t 

(164) 

Außer der Tangentialspannung o~werden somit in Gleichung (163) 
alle Komponenten des rotationssymmetrischen Spannungstensors zur 
Berechnung der Schubspannungen ~uv in den Gleitebenen benötigt. 

5. B~rechnung der Spannun~sverteilung mit finiten Elementen 

5.1. jlnyvendune; der FEM 

Bisherige analytische Angaben bzw. spannungsoptische Ergebnisse 
zur Spannungsverteilung basieren auf vereinfachten Belastungs
verhältnissen und sind zum Teil auf dieKontakthalsebene be
schränkt, z. B. /124/ - /132/. Die für den Frank-~ead-Mechanismus 
maßgebliche Schubspannung ist jedoch aus räumlichen Spannungs
verteilungen abzuleiten. Diese entstehen beim freiwilligen Sin
tern infolge der Kapilla.rkräfte, die unmittelbar durch die sin
terzeitbedingte Oberflächenform erzeugt werden. Dem entsprechend 
mUß bei der rechn~rischen E.rm.1ttlwig der Spannungsverteilung 
ein Elastizitätsproblem mit komplizierten Randbedingungen gelöst 
we~den. Dehalb kann eine analytische Behandlung nur auf Ergebnisse 
führen, die stark von der für eine geschlossene Lösung erfor
derlichen Idealisierung abhängen. In diesem Fall ist die .An.wen
dung numerischer Methoden .günstiger. Die dargestellten Geometrie
und Belastungsprobleme lassen sich sehr gut mit der Methode der 
finiten Elemente (FEM) /133/ - /135/ bewältigen. Diese Methode 
wtU'de bereits in der Werkstoffwissenschaft von Crossman und 
Ash~-:- /1'56/ in Zusa.-.::!!lenhang mit Korngrenzengleiten und von 
Mathew und Brody /137/ für Eochte;:n;peraturfließen angewendet. 
Ross /107/ hat in großem Umfang finite Elemente für die rechne--rieche Simulation der Sinterkinetik in Zwei- u+Ld Mehrteilchen-
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systemen eingesetzt. Dabei ging es nicht um die Berechnung von 
Spannungen, sondern um die Modellierung des Sinterverhaltens 
amorpher und kristalliner Pulvernia.terialien. Das· Sintern amorpher 
Teilchen ist durch langsames viskoses Fließen beschreibbar und 
wurde von Ross deshalb durch einep inkompressiblen elastischen 
Festkörper mit e·iner Poissonschen Konstanten V= 0 ,499 model
liert, d. h. er verwendete finite Elemente mit extrem elasti
schem Materialverhalten und berechnete die Verschiebungen der 
Knotenpunkte aus der Minimierung der potentiellen Gesamtener-
gie /133/. Das Sintern kristalliner Teilchen kann durch Diffu
sionsvorgänge, z. B. Materialtransport infolge Volumen- und 
Oberflächendiffusion, beschrieben werden. Ross modellierte diese 
Vorgänge ebenfalls mit finiten Elementen. Dabei nutzte er den · -Zusam.mellhhng zwischen dem Volumenfluß Jv und dem Gradienten des 
chemischen Potentials 'Vj' /99/, 

(165) 

mit Dvi Diffus~ons~oeffizient, ki Boltzmann-Konstante, 
T: Temperatur, &; i Atomvolumen, \l:Na:bla-Operator. 

Die Geschwindigke.it der Materialvernichtung bzw. -konzentration 
wird somit über das chemische Potential erfaßt. Für dieses 
Potential kann ein stationäres Feldproblem /135/ analog zu Wär
meleitung - oder Strömungs"mechanik-Aufgaben /138/ formuliert 
werden. Ebene Probleme dieser Art sind durch folgende partielle 
Differentialgleichung im x-y-Koordinatensystem charakterisiert: 

~(kx· 0 4>) t 2 (ky· C)cp) + Q. • 0 
oX oX oy oy (166) 

mit cp: skalare unbekannte Feldfunktion, l~, ky• Q: ortsabhüngi.ge 
bekannte Funktionen. Ross verwendete als physikaJ.ische Größen: 
cp = chemisches Potential, . kx, ~ = anisotrope Di:f.'fusionskoef
fizienteD: und Q ::= Intensi~ät ·der Materialvernichtung. 
Für die .Anwendung finiter Elemente ist die Umf'ormung der Di:f'fe
rentialc;le ichung (166) in ein Variationsproblem erforderlich. 
Die zu (166) äquivalente Extremalaufgabe lautet /133/: 

x-t-ff {k.·(~t/ + ky· (;~t-2·0.. <1>} dx dy => Extr. <16?) 

(~) 
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Durch Zerlegung des Gebietes A in einfache Teilgebiete und Er
setzen der Funktion <P in Form diskreter Knotenpunktswerte 
'f1(xi' y1) erfolßt der Übergang zu finiten Elementen. Dabei ent
steht ein lineares Gleichungssystem mit bandförmiger Koeffi
zientenmatrix. Die noch notwGndigen Angaben zu den Randwerten 
folgen ausder Bedingung, daß sich an der Oberfläche des Sinter
l\:örpers (Randlinie aR des Gebietes A) ein Gleichgewicht zwischen 
chemischem Potential und dem Produkt aus Atomvolumen und 
Laplacescher Kapillarspannung einstellt. 

Im Unterschied dazu interessieren in der vorliegenden Arbeit 
nicht die Diffusionsvorgänge selbst, sondern die räumlichen Ver
teilungen einer kritischen elastischen Schubspannung im Rahmen 
des Frank-Raad-Mechanismus.- Infolge dieser Betrachtungsweise 
werden finite Elemente für Festkörper ·mit norma1em :.:alast1schen 
Materialverhalten benötigt, d. h. mit einer Poissonschen Kon
stanten V= 0 ,3:; für Kupfer. 

5.1. Ermittlung des elastischen Sparmunestensors 

5.2.1. Verwendete Programme 

Für die Berechnungen wurde das Algol-Progrrumn MSP 172 /139/ (ro
tationssymme trische finite Elemente) genutzt. Das Programm. ent
hält Dreieckringelemente mit linearem Verschiebungsansatz /140/, 
d. h. je Ringelement sind sechs Freiheitsgrade möglich, Bild 19. 

z 

·w.. 

' 

Bild 19z Finites Dreieckringelement mit den möglichen Knoten
punktverschiebungen u und w im r-z-System 
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unabhängig vom Winkel 11- entstehen infolge der Rotationssymmetrie 
in jedem Axialschnitt identische Spannungszustände. Damit liegt 
ein quasi-ebener Spannungszustand in der r-z-:rfuene vor, dessen 
Berechnung erheblich weniger Aufwand erfordert als für einen 
unsymmetrisch räumlichen Fall. 
Im Unterschied zum echten ebenen Spannungszustand treten bei Ro
tationssymmetrie zusätzlich Verzerrungen in tangentialer Richtung 
e.uf, die aber nach Caucby /141/ Wieder aus Verschiebungen 1n der 
r-z-Ebene ermittelbar sinds 

u t:,,.-y (168) 

Die Komponenten des rotationssym.met:rischen Spannungstensors (164) 
einschließlich der aus (168) folgenden Spannung 6'~ werden somit 
durch die Verschiebungen im r-Z-:-System vollständig bestimmt. 
Die Knotenpunktverschiebungen stallen die Unbekannten des zu 
lösenden linearen FID.i-Gleichun.gssystems dar. Aus ihnen wird im 
Programmelementweise der .verzerrun.gstensor {f1k} und anschlies
send über das Hookesche Gesetz der Spll.nnungstensor {s-1k} 1n jedem 
Knotenp.unkt . (b.zw. gemittelt für jedes Element) berechnet. 

Für erste Beispiele wurde zunächst das FEM-Programm SCHEIBE 3 /142/ 
verwendet. :.Es zeigte sich aber, daß die große An.zahl der Knoten
punkte und ·Elemente, siehe Abschnitt 5.2.2., zum Uberschreiten 
der Speicherplatzkapazität führte. Dadurch konnte nur gerechnet 
werden, w~nn die Schnelldrucker-Anweisungen und die eigentliche 
Berechnung in gesonderten Schritten erfolgte. Deshalb wurde das 
Programm MSP 172 /139/ genutzt, do.s inhaltlich dem SCHEIBE 3-
Programm entspricht, aber in externe Prozeduren zerlegt ist und 
diese über Binärstreifen einliest. Mit dem Programm MSP 172 waren 
alle Berechnungen problemlos möglich. Zu Ermittlung der Schub
ap.an:n.ungen 1:'uv in den Gleitebenen wurde lediglich eine Korrektur 
fil1? die Prozedur SPANN geschrieben, Anlage B3. Diese Prozedur 
lte;fert für jedes Element den Spannungstensor {e-ilc}. Entsprechend 
GJ:~:te.hung (163) werden durch die korrigiert·e Prozedur für drei 
Winkel f = 19, 45 und 3 5° Schubspannungen 1:" uv berechnet und 
Übei~ t,ochstreifen und auf dem Schnelldrucker au,sgegeben. 

Zur Bewältigung der großen Datenmenge bei der Netzstruktur kam 
das Datengenerator-Programm DATGEN 2 /143/ für ebene Geometrien 



- 66 -

zur .Anwendung, das sämtliche Knotenpunlct-Koordinaten und die 
Zuordnung der Knotenpunkte zu den Elementen bereitstellt. Au:f 
die zu berechnende Fläche wird dabei ein rechteckf'örm.iges Netz 
verzerrt, von dem nur ein Teil der .Punkte vorgegeben werden muß. 
Die VorGabe der wesentlichen Punktkoordinaten erfolgte mit 
Hilfe des Digitalisiergerätes "Digitron" (VEB Meß- und. Zeichen
gerätebau Bad Liebenwerda). Die restlichen Punktkoordinaten 
wurden vom Datengenerator /143/ durch lineare Interpolation 
berechnet. 

Zur Darstellung der FEM-Vernetzungen diente das Programm VDIG 
/144/. Dieses Programm stellt au:f der Grundlage der DATGEN 2-
Ergebnisse Steuer~Lochstreii'en für den Zeichentisch "Dtgi
graf 2008" zum Zeichnen der Netzstrukturen her. 

5.2.2. Modellierung der Geometrie und Belastun~ 

a) Zur vollständigen Beschreibung der Geometrie des Zweiteil
chenmodelles genügt die ebene Vernetzung eines Axialschnitt
Viertels, Anlage B2. Die Symmetrieachsen wurden durch Null ver- · 
schiebungen an den auf den Achsen liegenden Knotenpunkten simu- . 
liert. Bei der Vernetzung mußte beachtet werden, daß in der 
Teilchenlcontaktregion stark inhomogene Spannungsfelder entstehen. 
Deshalb wurde s~ziell in der Nähe des Halsäquators sehr f&in 
vernetzt. Dabei konnten Erfahrungen bei der Berechnung von 
Kerbspannungen mit finiten Elementen /146/ genutzt werden. Für 
genaue Er'gebnisse muß die Netzeinteilung in Gebieten mit hoher 
Spannungskonzentration möglichst fein sein ,ohne zu starke Netz
verdichtung im Verhältnis zu benachbarten Gebieten /147/. Zum 
Sturkturinnern hin ist auf einen stetigen Ubergan.g der einzelnen . 
Elemente bezüglich ihrer Größe zu achten. Sprungstellen im Netz 
füJ:u:>en zu Störungen i m Spannungsverlauf /148/. Die Kerbkontur 
sollte durch eine genügende Anzahl von Elementen möglichst 
exakt nachgebildet und im Kerbgrund selbst nur ein Element vor
handen sein /149/. 
Unter Beachtung dieser Bedingungen wurden in Anlehnung an .experi
mentelle Untersuchune;en /91/, /93/ folgende Vier Varianten des 
Zweiteilchenmodelles nach Bild 1; berechnet: 

i = 0,04, o,oa, 0,12 und 0,16. 
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Diese vier Varianten charakterisieren jeweils den Sinterzustand 
nach Ablauf verschiedener Sinterzeiten. Um die Berechnung der 
daraus folgenden zeitabhängigen Spannungsverteilungen zu er
möi;lichen, wurden vier Modelle M1 bis M4 in finite Elemente 
zerleßt, Tabelle 3. 

Tabelle 3: Berechnete Sintermodelle 

Kugelradius E-Modul bei · 1000°0: Vernetzung in· finite 
a = 0,25mm 6 • 10~il'a /115/ Elemente (Bandbreite: 26) 

Modell x/a X infm ~ in)'m pma:x: Pkt.e Elem. Glei-
in MJ?a chungen 

M1 o,o4 1o o,1 17 ,o28 288 506 534 
M2 0,08 2o o,4 4,214 24-0 418 442 
M3 0,12 3o o,9 1,854 ' 216 374 396 
M4 0 ,16 4o 1,6 1,032 216 374 396 

Der Halskrümmu.ngsradius ~ folgt aus Gleichung (130) und die maxi
male Zugbeanspruchung Pmax entsteht aus (138) unter Berücksichti
gung der spezifischen Oberflächenspannung 'f a 1 t ?2 N/m für 
Kupfer. 
Für eine geschlossene Meridiankontur entsprechend Bild 1~ mußte 
beachtet werden, daß der Kreismittelpunkt mit dem Radius a jeweils 
um den Betrag 

h-a -f (a-x) ·(a+x+2g)
1 (169) 

in negativer z-Richtung zu verschieben ist. Nur dann berühren sich 
die Kreise "a" und . " f" exakt tangential. Gleichung (169) entsteht 
als quadratisc-he Lösung aus (129). Sie lieferte zu jedem Modell 
M1 bis ML~ verschiedene Werte für h, wie es auch für praktische 
Fälle typisch ist. 
Wegen der extremen Radienverhältnisse a/ f (maximal a/f = 2500 bei 
M1!) wurden für jedes Modell mehrere Gebiete gesondert in unter
schiedlichen Maßstäben vernetzt und zu einem normierten Gesamtnetz 
zusammengefügt. Zu diesem Zweck wurde eine spe·zielle Programm
korrektur für den Datengenerator /143/ geschrieben. Vor allem 
mußte im Halakonturbereich Wlterschiedlich fein vernetzt werden, 
um die Bedingungen für die Einhaltung dar Geno.uigkeitskriterien 
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zu erfüllen. Das führte zu den 1n der Tabelle 3 angegebenen 
Unterschieden in der Zahl der Knotenpunkte und Elemente. 
Für alle vier Modell~ wurde die Kontakthals-Symmetrielinie ein
heitlich durch 12 Knotenpunkte realisiert, Anlage B2 unten. 
Im Ergebnis der FE-'1-Bearbeitung entsteht ein Gleichungs~ystem 
mit band.förmiger Koeffizientenmatri::c, deren Bandbreite bb direkt 
von der Knotenpunktnumerierung abhängt, und zwar von der im Netz 
vorkommenden größten Knotenpunktdif'ferenz d: 

. bb=2·(d+1) (170) 

Bei Vervvendung des Programmes DATGEN 2 /143/ ist vom Nutzer 
auf die zu berechnende Flächeein Netz mit rechteckförmiger Ge
samtkontur anzupassen. Im Fall der berechneten Beispiele M1 bis 
M4 wurden immer 12 Punkte in der Querricht\lllg beibehalten. 
Daraus ergab sich .wegen (170) die einheitliche Bandbreite 
bb = 26. Die halbkreisförmige Struktur des AXialschnitt-Viertels 
siehe Anlage B2 Bild b, ist durch eine rechteckförmige Kontur 
nicht modellierbar. Deshalb wurde für alle Varianten das Netz 
teilweise aus dem Material herausgezogen in Form von jeweils 6 

''Nullelementen", Anlage B4. Nullelemente haben auf die Festig
keitsberechnung keinen Einfluß /142/, weil fü.r diese Elemente 
im Programm. der Elastizitätsmodul zu Null gesetzt wird. Die im 
materiallosen Gebiet 1iegenden "Nullknoten" werden für die Be
rechnung durch Nullvorgabe ihrer Verschiebungen in beiden R:ich-

tungen automatisch eliminiert. Die Anzahl der in ~abelle 3 
angegebenen Gleichungen entsteht aus der zweif'achen Punkte
Anzahl minus Anzahl der Nullverschiebungen (senk.rech~ zu den 
Symmetrieachsen und Nullknoten). 
Die Anlagen B4 und B5 zeigen die 4 Gesamtnetze und zugehörige. 
stark vergrößerte Netzausschnitte von der Umgebung des Kontakt
hals-Äquators. Die Modelle M1 und M3 sind dabei ·ohna ihre Null
elemente dargestellt. 

b) Für die Belastun~ wurde der senkrecht zur Oberfläche wirken
de Laplace-Druck verwendet. Im Ergebnis der bereits zitierten 
Computer-Simulationen für die Hinterschneidungen /104/ - /107/ 
entstehen je naoh Vorgabe eines konkreten Materialtransport
Mechanismus verschiedene Oberflächenkontu.ren. Im Realfall wirken 
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aber stets mehrere Mechanismen gleichzeitig_, sq da.ß eine ana
lytische Beschreibung der ohnehin numeriSch formulierten Kontu
ren nur durch weitere Idealisierungen möglich wäre. Um die Wir
kung der Hinterschneidung auf' die Laplace-Spannung zu simulieren, 
wurde deshalb hier für die Delastun,gsverteilung der Modelle · M1 
bis M4 die einheitlich~ Annahme getroffen, daß die Zugspannung 

Pmax stetig auf' die Druckspannung Pa in einem Bereich abklingt, 
der dem vierfachen Halskrümmungsradius des Modelles M4 entspricht. 

Für die ~ingabe in das Programm. MSP 172 mußte die Laplacesche 
Flächenlast P:ri in Knotenkräfte umgerechnet werden. Zu diesem 
Zweclc wurden zunächst jedem Knotenpunkt i der- zugbelasteten 
FEM.-Re.ndkontur Laplace sehe Spannungen Pi zugeordnet, Bild 20. 
Jede Länge lj zwischen den zwei Randknotenpunltten _i und i + 12 
(siehe .Anlage B2 unten) entspricht einer Kegelstumpf-Mantel
fläche Aj /37/, 

(171) 

mit r 1 , r 1 + 12: Radialkoordinaten 

Die auf dieser Fläche angreifende Kraft lautet: 

Fi t::ll Fi, 11"1'- • t·(1Ji + Pi+„1) ·_AJ (172) 
Die Kräfte Fj wurden zu gleichen Teilen·auf die benachbarten Kno
tenpunkte verteilt. Abschließend .erfolgte die Zerlegung der so 
berechneten Knotenpunlct-Einz~lkräfte F1 in ihre Radial- und A":cial· 

komponenten. 

1 . 
1 . 
l 
1 

1 

~ 

Bild 20s Zerlegung der Laplaceschen Flächenlast in Knoteneinzel
krfrfte 
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5.3. E!:'gebnisse der Berechnung 

5.3.1. Schubspannungen "uv für verschiedene Winkel 

Anlage B6 zeigt den Verlauf berechneter Normalspannungskompo
nenten ()r und &z in der Kontakthalsebene z = 0 sowie die Ver~ 
teilung der Schubspannung 'l'uv in der r-z-Ebene. Es handelt sich 
um das Modell M2 mit x/a = O ,08 für einen Winkei f = ,,1 = 45°·~,. 
Die gleiche Verteilung ist in Anlage B7 dreidimensional dar-
geste 11 t. Mit diesem Bild wird deutlich, daß in der Umgebung 
des Sinterhalses hohe Schubspannungen 'ruv vorhanden sind, die 
in Richtung zur Rotationsachse z nichtlinear abklingen und 
dabei ein ständig größer werdendes Volumen erfassen. Ebe~alls 
in Anlage B7 sind die Verläufe dieser Schubspannungen in der 
Kontukthalsebene für drei ausgewählte Glei tebenenwinkel f und 
für die vier Varianten M1 bis M4 enthalten. Der WiI~kel -f = V'= 4rjJ 
repräsentiert die hinsichtlich der Spannungshöhe theoretisch 
günstigste Gleitebenenlage, wäb.l:'end -f = 19° den vorwiegend ex
perimentell angewandten Bedingungen an Kußel-Platte-Modellen 
ents_pricht, für die die Plattenoberfläche bzw. die Kontakthals
ebene einer Gleitebene ~arallel liegt und andere Gleitebenen 
zu dieser den Winkel 1"= 71° bilden /150/. Der Winkel -f = 35° 
bzw • .,;. = 55° entsteht aus der Neigung einer Gleitebene zur Be
randungsfläche der kubisch flächenzentrierten Elementarzelle. 

5.3.2. Aktivierbare Voltunina 

Durch die korrigierte Prozedur SPANN, Anlage B3, wird für jedes 
Element die Ausgabe. der S~hubspannungen 'Luv für die drei Win
kel f = 19°, 35° und 45° auf Loch.streifen veranlaßt. Zur ~ 
mitt·lung der Gebiete, 1n denen ·die Bedingung 

1' uv<r, z) ~ 'LKrit 

erfüllt ist, wurde das Grafik-Programm VDIG /144/ in veränderter 
Form genutzt. Das entsprechend korrigierte VDIG-Programm ver
wendet die '?" -Lochstreifen als zusätzliche Eingabe-Datenträger. 

' UV . 
Im Programm wird für jedes Element ßetestet, ob der vorgegebene 
Wert 1'Krit durch den berechneten ?:'uv-Wert überschritten wird. 
Ist das der Fall, so erfolgt das Zeichnen dieses Elementes -
ansonsten wird es in der Zeichenroutine übersprungen. Da.mit war 
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es auf einfachai Weise mößlich, die FEM-Berechnung im Sinne des 
Frank-Raad-Mechanismus auszuwerten, Bild 21. 
Anlage B8 zeigt verschiedene aktivierbare Gebiete des Modelles M2, 
die auf diese Weise ermittelt wurden. Es handelt sich dabei um 
drei vorLeßebene kritische Schubspannungen 'l:'Krit = 0,25, 0,,50 
und 1.0 MPa. 

a 

r 

Bild 21: Beispiel zur grafischen Auswertung der Gebiete mit 

'L uv<r, z) ~'rKri t 

Dia im Abschnitt 3.1. erläuterte Versetzungsvervielfachting kann nur 
entstehen, wenn das aktiv:i.erbare Volumen (die räumliche Ausdehnung 
des Gebietes mit 'l"uv~"Krit) mindestens Längenausdehnungen l in 

der r-z-Ebene von 1 = l(N) = 1 /fN' = 10 )'m 

besitzt. Die :x/a-Abhängigkeit bzw. die zeitliche Veränderung der 
aktivierbaren Volumina für 't'Krit = O ,25 MPa· nach Gleichung (156) 
und drei Gleitebenenwinkel ist im Bild 22 dargeste~lt. 

x;t.i „ 0,04 0,08 0,12 0,16 

l:'uv >- 'lKr;t = 0,25 M Pa 
20~.\Wr\-\-\:i.-\-\-\-\-\-W---~~~-+~~~~-t~~~~--1r--~--

E 
::::(._ 

c 

' ' ' ' \ 
N1Q~~~IT\\\:WM>\Wtt'n-\\-\'~\r.---:::---o~-+~~~~-1-~~ 

1 

Bild 22z 

10 20 30 40 -r . in )llTI 
Berechnete Querschnitte der akt1Vierbaren Volumina in der 
r-z-Ebene d. Sinterhalszonen f. verschiedene x/a-Werte be· 
,,,~ 71°(--)' 55° (-·--) und 45° (---) 
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zu Sinterbeginn (hier repräsentiert durch x/a = 0,04: Modell M1) 
liegt de.mna.ch ein geschlossenes aktivierbares Volumen iin. gesamten 
sinterkontaktbereich vor. Dabei wird die Versetzungsquellenlänge 1 
beträchtlich übertroffen. Mit wachsendem Kontakthalsdurchmesser 
verlagert sich das aktivierbare Volumen als eine ringwulstförJ?lige 
Zone, der Halsoberfläche folgend, in Richtung zur Kontakti>eri
pherie. Dabei nimmt seine Ausdehnung mit fortschreitender Sinter
zeit stetig ab, so daß die Mindestlällge 1 nicht mehr erreicht 
wird und da.mit die "Selbstaktivierung" zum Stillstand kommt. 

5.3.~. Ver~leich mit gemessenen Versetzunssdichteverteilungen 

Die berechneten Ergebnisse für Zweikugel-Sintermodelle korrelie
ren sehr gut mit experimentell ermittelten Versetzungsdichtever
teilungen im Kontalctbereich monokristalliner Kugel-Platte-Sinter
teilchen /118/, /120/, /93/,Anlage . B9 • . Die Maxima der Versetzungs
dichte wandern mit zunehmender Sinterdauer als ringförmige Erhe
bungen nach außen, ähnlich den berechneten aktivierbaren Volum.ina. 
Mit fortschreitendem Kontaktwachstum wird auch der Halskrümmungs
radius g größer. Demzufolge verringert sich insgesamt die 
Schubspannung 1:'uv(pL). Außerdem ist mit der Et'höhung der Ver
setzungsdichte in der Kontaktregion ein .Ansteigen von '"tKrit. ge
mäß Gleichung (156) verbunden. Schließlich· \vi;r-d ein Zustand er
reicht, bei dem in der Umgebung der Rotationsachse "t'uv < 'rKrit 

gilt und damit die Neubildung von Versetzungen in dieser Zone 
aufhört. Die Versetzungsmultiplikation erst.reckt sich jetzt nur 
noch auf ein peripheres Volu:men, dessen Ausdehnung durch die 
Reichweite der aktivierbaren Volumina. bestimmt wird. Im Zentrum 
des Kontalcthalses sind inzwischen Erholungsvorgänge wirksam, die 
das N-Ma.ximum in der Rotationsachse abbauen (Versetzungsdichte 
für x/a. = O ,oa ••• o, 12 in Anlage B9) , aber . i.nf olge ihrer Trägheit 
vorerst nur e_in relatives · Absinken dieses Ma:tj.mums verursachen. 
Die gemessenen N-Verteilungen zeigen, daß die Versetzune;smultipli
kationen ebenso wie die berechneten aktivierbaren Volum.ina während 
eines beträchtlichen Zeitanteilea des gesamten Sintervorganges 
existieren. 
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6. Zusam.menfassun_5 

In Abhängigkeit ausgewählter Sinterpa.rameter wurde die von den 
Kapilla.rkräften verursachte räumliche Spannungsverteilung in 
Zweikußel-Sintermodellen numerisch berechnet. Dabei konnte die 
Rotations- und Teilchensymmetrie genutzt werden. 
Aus dem Spannungstensor wurde vorher analytisch eine Schubspan
mmgskomponente 'Luv a.bgelei tet, die innerhalb der Teilchen auf 
rota.tionssymmetrischen Kegelmantelflächen wirksam ist. Diese 
inneren Flächen repräsentieren mögliche idealisierte Gleitebenen 
der kristallinen Materialstruktur. Als theoretischer Versetzungs
multiplika.tions-Mechanismus wurde die Fra.nk-Read-Q,uelle ange
nommen, bei der die Schubspannungen in den Gleitebenen eine be
stimmte Quellenspannung überschreiten müssen, um Versetzungen 
zu erzeugen. Ebenso geeignet als l!Iechanismus. wäre auch da.s Ver
setzu.ngsklettern nach Ba.rdeen-Herring /150/ oder die Emission 
von Gitterversetzungen aus der Kontaktkorngrenze /151/. Jedoch 
setzen auch diese Mechanismen eine bestimmte Höhe und Reichweite 
der Kapilla.rspa.nnungen voraus, so daß sich damit keine wese.ntlich 
anderen Verhältnisse bezüglich einer Selbstaktivierung im S>.n
ter-Kontaktbereich erg~ben /117/. 
Die Versetzungserzeugung nach dem Frank-Rea.d-Mecha.nismus· ist 
nicht allein vom überschreiten der Quellenspannung abhängig, 
sondern ·auch davon, daß diese Spannung in einem Gebiet mit be

stimmter Mindestlänge in Gleitebenenrichtung von 'Luv überschritten 
wird.Die Berechnung dieser Gebiete (aktivierbare Volumina) er
forderte bei der Anwendung eines herkömmlichen FEM-Programmsystems 
zur Berechnung elastischer rotationssymmetrischer Festkörper 
einige Programmkorrekturen. Das betraf eine Prozedur für die Be
rechnung des Spannungstensors, Anlage B3, sowie ein Gra:fik
programm zum Zeichnen der FEM-Vernetzungen. 

Durch die gute tlbereinstimm~g der experimentellen und rechneri
schen Resultate zur Versetzungsvervielfachung und Schubspannungs
verteilung in der Sinterkontaktregion, .Anlage B9, wurden die wesent· 
]jcbenAussagender Selbstaktivierungstheorie bestätigt. Inf'olge 
des nachgewiesenen Zusammenhanges zwischen den berechneten a.kti
Vierbaren Volumina und den gemessenen Versetzungsdichte-Vertei
longen sind mehrere Schlußfolgerungen möglich: 
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a) Für die Reichweite der aktivierbaren Volum.ina ist die ~ 
der Quellen-§pannung, ?:~ = 7: Krit .von großer Bedeutung. Diese 
Spannung kann zum Beispiel schon durch geringe Verunreinigungen 
oder Legiertme;santei1e angehoben werden. Wenn dadurch zu Beginn 
des Sinterns die Bedingung 'Tuv(r, z) ~ i-Krit nicht für den 
gesamten Kontaktquerschnitt erfüllt ist. so entstehen nur ring
förmige Versetzungszonen /91/. Gemäß Gleichung (156) ist die 
Bildung aktivierbarer Volumina bei größerer Quellenspannung an 
die Erhöhung der Ausgangsversetzungsdichte und damit an eine 
Verringerung der Quellenlänge 1

8 
gebunden. Da.mit· entsteht zwar 

eine große Anzahl von QUellen, d. h. eine sehr hohe Versetzungs
dichte, diese existiert aber in einem immer geringer werdenden: 
Volumen. Da.raus folgt eine mit steigender Ausgangsverse.tzungs
dichte abnehmende Selbstaktivierbarkeit. (Die FEM-Berechnungen 
wurden nur für konstant bleibende Quellenspannungen, alsofür 
konstante Ausgangsversetzungsdichte, durchgeführt). 

b) Die Aktivierbarkeit wird auch von der Jeilchengröß~ beeinflußt, 
weil die Schubspannung T'uv als Funktion des Laplace-Druckes pL 
unter anderem vom Toilchenradius a abhängt, siehe Gleichung (138) 
und (130). Bei ~onstantem Halsradius x w_ird 'ruv proportional 
zu a kleiner und damit das aktivierbare Volumen. Dieser sa.chver
ha.l. t äußert sich in einem mit dem Teilchenradius abnehmenden 
effektiven Diffusionskoeffizienten Deff' Gleichung (157), der 
die im Kontaktbereich entstandene mittlere Versetzungsdichte :rr 
charakterisiert /92/. Je nied·riger die Ausgangsversetzungsdichte 
ist, Ulllßo mehr wird durch kleinere Pu1verteilchen die Ver
setzungsvei-.vielfaohung eingeschränkt. Damit ist auch verständlich. 
weshalb bei Untersuchungen an sehr kleinen Sinterpartikeln keine 
Versetzungsbildung beobachtet wurde /125/. 

c) Die krlstulloc;rafische Orientierun5 der Sinter:partner hat 
ebenfalls Einfluß auf die SelbstalctiVierung. Wie die FEM-Berech-. . 

nun.gen zeigen, ist die Ausdehnung der alctivierba..ren Volumina 
vom Winkel J> zwischen Halskontakt- und Gleitebene abhängig. Die 
Gebiete mit '1' u~ ~ 'rKrit sind für 1'= 45° deutlich größer aJ.s 
für 7':/:= 45°. Im e.llc;0meinen nehmen die Gleitebenen in den Sinter
partnern eine zur Kontalctebene unterschiedliche Lage ein; das 
führt auf unterschiedlich intensive Versetzungsvervielfachung /93i 
;1·1e/ beiderseits dieser Ebene. 



- 75 -

d) Die Selbstaktivierung ist von der Temperatur abhängig. Bei 
hoher Sintertemperatur verringert sich die kritische Schub
spanl1ung nach Gleichung ( 156) infolge des mit der Temperatur 
abnehmenden Gleitmoduls• so daß die a.ktivi.erbaren Volumina 
größer werdel1.. 

Diese für freiwilliges Sintern abgeleiteten Schlußfolgerungen 
sind auch auf gepreßte Pulverteilchen anwendbar /11?/. So 
entstehen innerhalb realer Preßlinge zahlreiche rißartige Poren 
mit sehr kle inan Krümm.wigsra.dien. Um diese Poren bilden sich 
schmale Zonen mit hohen Versetzungsdichten /9LV, di·e den tech
nischen Preßkontakt ausfüllen und dabei intensiv sinterfördernd 
wirken. 
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KennzaichnU!lß eines stationären ersodischen 
Gaußprozessea 

f1 (6-) f1 (6-) 

cr-o 

Anlage A1 

"' Dichtefunktionen der Momentanwerte ~(----~),der Maximaö( ) 
V 

und der Minio.a 6'r - -) eines Gauß'sohen Prozesses 1n Abhängig-
.keit von der Regellosigkeit i 

Zur Definition ausgewählter Werteeines Beanspruchungs-Zyklusses 
(Sohwingspiel) s 

5 
" () Maximum 
.,, 
6' Minimum 

e: Junplitude a 

6"m Mittelspannung t 

• Moment anvrert 

y 

6'1 

spezielle Dichtefunk'fiion nach Kowalewski 
und Sjöströms 

f ( ) 

IBc.I 



Der Faktor uB ( f , 1) .AnJ.age A2 

1 
UB(f, i) 

2.2 

2.1 

2.0 

1.9 

1.B 

1.7 

1.6 

1.5 

fi --
1.3 i=0,5 

1.2 

1.1 i=03 
' 

1 

7 2 3 4 5 6 7 e a· „ f 



Die Proa;ramme SLEBE 1(*) und SLEBE 2 im 
Flußdiagramm Anlage A3 

Magnetplatte: .t ____ ----J~ 
l/nter„ J J 
{Jrogramm: .__ ____ _.,, 

D(alog- ( ) 
Eingabe --~-~--.J. 

,cr;{ti) auf Dalen-F/le 

LUN ab startadresseA 
Transfer Magnetplatte-Kern.speicher 

(M/K) 

grO'ßer 

Anzahl der 
Werte 

1 r:-.f 8 .. . . 
·_s_G_R_A_F_ AD/= k · uj , erucks1cht1-

gun9 CJ~ronsienten(ak-
l:ors tF . 
wohlwe/.se~ bzw.automafis:h 

SGRA* 

Transfer LJO/ {tj) ou( Daten-r/Je /AN 
(K; H )_...~ob Startadresse B 

Meßwerte Je FFT-Block? 
Transfer 1 

(M/K) t 
Taktzeit LJt? 

>--"----llllot 

'Fensferfunkt. g(f)? Rech~eck, BarJ!ett . 1 
ann1ng Ocl.Hamm1ng} 

nen 1 
o-a-u_lt...;.,1'o/;.._1_~_a_t1_on_Ll~D_;:(:..;..::t):...--o--mit ~~ _J 

ZEIT F * ~~(*...:;.)--o - 6rofische Darstellung Cier 
6rodienfenFunktion 

PSD ""'." B~ecf?nun9 d.gemittelten Soek
tra//e1stungen oAD {fj J Für m 
Blöcke " 

LEISP * ...__..(;:;..;....:~ )'"---( 1 Graf/sehe Darstellung der 
Spektralleistungen 6~0 {~) ',( 

Lebensdauerzed TL tf'rgebni.s nach (7 78) 

. . a Neues Be/spiet.z 

Stop 
(lf-)Ähderung 9e9enüberSLEBE 2 



SLEBE 2: UnterprogJ:>amm - Struktur l 

SLEBE 2 

PSD 

DSII FENF 

Unterprogramm El:'läuterung· 

SGRAF Schädigungsgradieritenfunktion berech
nen 

F.REMAII' 

DLII 

DSII 

DLIR 

DSRR 

BFKMU 

BRADD 
BFDIR 

REKO 
. FKUB 

gori mus zur sc ne 
tra.nsformation 
Komplexe Multiplikation im 
Frequenzbereich 
Addition zweie~ Real-Felder 
Diviston eines Feldes durch eine 
Konstante 

ge 
nen 
Faktor uB(f, 1) ermitteln 

Anlage A4 

SLEBE1 

Progr.-
:paket /73/ 
DAnid 

EPRO 3 /46/ 

Progr.-
:paket /53/ 
FFTA4o 



Beispiele 1 bis 4 

1 
Anlage A5 

Modellbei~piele.: Wöhlerlinie N( 6') = 1,27 • 1017. 5-5,42 mit <Yn= O 

11 ,, 21 

~ 

, ; 
' 1 1 - : : 1 ""\ , -, : -, r -, 1 1-1 

I 
u u u u J 

TF 

" f 

.1\ 
f o 

Block-Struktur 
Bei- G"ma.x 

spiel MFa- tlz Stu- Nr.K oK/MPa D:K NK 
f en 

1 18o 2o 1 1 180 1 75 897 

2 24o 2o 3 1 24o 1 15 961 

2 18o 2 75 897 

3 120 4 683 347 

3 24o 2o- 2 1 24o 1 15 961 

2 120 4 683 347 

4 1?o 15 4 1 170 1 1o3 46o 

2 14o,3 1 292 921 

3 89,6 1 3 328 851 
• 

1,086 • 1o~ 4 30 1 8 1 

Ergebnisse Q = T:Et'TL bzw. O"NL/TL)* mit . SLEBE 2**· 

Beisp. TE ins T11L ins Rechteck Bartlett Hanning Hamming 
o, ·. o, ,o o, 

2 2023,3 (o ,79) (o, 91) (o ,96) (o ,92) 

3 17ß2,6 (o,77) (o ,89) (o ,95) (o,9o) 
4 - 13"oo2 (o ,89) (o, 92) \o ,98) (o ,93) 

~) TNL = NL/f 0 mit N1 nach Gleichung 
*-it) mit uB ( f = 5,42 und i = 1) -. 2,06 

(90). 



Beispiele 5 bis ? Anlage A6 

EiGene Versuche: St 38, gekerbte Rundprobe 

5 

6 

J\ 

Einheitlich G'"max = 170 MPa 

harmonische .Anteile: 
oH = 157 ,4 lV!Pa f 1 = 5 Hz 

1 

OH = ?8,7 MPa t 2 = 15 Hz 
2 

o!Li = 113 ,3 MPa 

S-H = 56,7 MPa 
2 

0H1 :: 113,3 MPa 

G"H = 56,? MPa 
2 

f 1 = 5 H~ 

f~ = 15 R 

Wöhlerlinies N(6') = 1 ;27 • 1017 • 6 -5,42 mit ()"D = 0 
für 50% Bruchwahrscheinlichlceit 

Shd c a enssummen: 
(u= r-2:1) Q = TE/TL mit SLEBE 1 

Beispiel TE ins Rechteck Bartlett Hanning Hamming 

5 18 185 o,98 1,11 1,18 1,13 
6 36 494 1,01 1,18 1,25 1,19 

7 37 477 o,96 1,10 1,17 1,11 



Beispiel 2 

f5 

t 

f 

t 
I ( 

u L; u 

Beispiel 7 

$ 

t 

6D 

t 

L\D 

t 

Schädigungsr;radientenfunktion 
zu den Beispielen 5 und ? Anlage A? 

I 

-f.F c 0, l(g3 
I 

L' 
u L u 

--t 

tF • (}, '11(1 

--t 

---- math. Sollwerte 
--- Istwerte Hyclropulsanlage 

F{ ~D (tl} 

A l 

·- ···--, 

.A 

Ordi.nate: 

Gtin 
G '1l>incu~ 

Abszisse& 
- f f = O ••• 5QHz 

.--.-----~ 

-f 

----- math. Sollwerte 
--- Istwerte Hydropulsaillage 

Ordinate: 
-- , 

GAo 
G A'I> lllCI)( 

F{tr.D ft)} Abszisse: 
f = O ••• 50Hz 

-f 

F{ t1D<t)} 

J 1 . 
-- f 



Beispiele 8 bis 10 Anlage A8 

Versuche von F.Lange /62/: St 42, gekerbte Flachproben 

nBlock = 2, nicht zentriert nBlock = 2, zentriert 

nBlook = 3, zentriert nBlock = 8, zentriert 

9 
n I ~ 

n I 1 ~ 1 ~ ~ ~ I 
r r ~ r 

I " f 
n n r I 

~ 
u u J u .u u ~ ~ 

~ l w ~ i l u 

u ~ w u w 

~ v ~ 
" \ " \ ~ 

~ li ~ 

- Wöhlerlinie ohne Mittelspannung aus /62/ s. 21i 

N(ö) = 7,223 • 1017 • 0 -5,So 
( o1 = 100 MPa, N1 = 60 000, 6"2 = 140 N!Pa, N2 = 258 000) 

8 

10 

~ ' 

u ~ v 

- Mittelspannungsempfindlichkeit 1J- a: oa„ - 6'a„ • 210,8-200•=0,216 
. 6'"m 50 ' 

9> Wöhlerlinie für ·Zugmitteispannung 6'zm = 65 MPa: 

N( 6-) = 4,3.12 • 1017 • er -5, OO . . (Eingabe in SLEBE 1) 
====================================================== 

Schaden~ summen: 

Beisp. N (~ 
E 

8 13 000 

9 26 000 

1o 6o 000 

Q = NE/(Tt~ • fo) 

Rechteck Hanning 

0,25 o,32 
o,46 o,57 
o,9.8 1,13 

*Nur interpoliert 
aus /62/, S.28 

*°* TL mit SLEBE 1 
(u • {2') 



Beispiele 11 bis 14 Anlage A9 

1 

Versuche von Wi~thgen /63/L St 45/f;[), gekerbte Flachproben 

11 ' 12 

14 

1 ,. 

Biharmonische Funktion: 6'( t) = 6'1 sin 2:rr.f 1 t + 6'2 sin 27rf 2 t 

6 in kp/mm.2 :f' in Hz ~ aus 
Beispiel ()1 6"2 f 1 f 2 /64/s 

11 6,o 6,o 2,o 42,o s. 1.3 
12 12,o 4,o 1,5 31 ,5 s. 14 

13 18,o 6,o o,8 48,8 s. 18 

14 6,o B,o o,8 48,8 s. 16 

Wöhlerlinies N(<:r) = 8,216 • 1016 • 6'-5, 61 mit 6"n = O 

Schadens s umm.en: 
~ = T:Ef'TL mit SLEBE 1 ( u = -{"2') 

Beispiel TE ins Rechteck Bartlett Hanning Hamming 

11 180 833 o,69 o,?8 o,83 o,79 
12 83 54o o,96 1,05 1,12 1 ,06 

13 16 835 2,?6 3,o9 3,36 3,20 
14 71 455 o,$6 o,95 1,o4 o,99 



Beispiele 15 bis 18 Anlage A10 

1 

Versuche von Wirthgen /62/: St 45/EIJ, gekerbte Flachproben 

16 

17 18 

Biharmonische Funktion: 

C5 in kp/mm2 f in Hz NE aus 
Beispiel G"1 5'2 l'.'1 l." ' 

2 /64/i 

15 18,o 2,o o,8 48,8 s. 18 
' 16 12,o 2,o 3,0 27,o s. 2o 

17 12,o 12,o 3,o 27,o s. 2o 
18 12,o 4,o 4.o 2o,o s. 25 

Wöhlerliniei N( O') = 8,218 • 1017 • 6 -5,61 mit 6'"D = 0 

Schadenssummens 

Q = TEfTL mit SLEBE, 1 (u = -{Z) 

Beispiel TE ins Rechteck Bartlett Hanning Hamming 

15 51 291 2,02 2,20 2,39 2,28 
16 87 1?8 o,34 o,39 o,41 o,39 
17 4 985 o,58 o,67 o,,?o o,67 
18 45 450 o,42 o,48 o•51 0 ,.5o 



Beispiele 19 bis 22 Anlage A11 

Versuche von Wirthgen /63/: St 45/EO, gekerbte ~lachprobe~ 

21 

o in kp/mm2 f in Hz NE aus 

Beispiel 6'1 6'2 f 1 f 2 /64/: 

19 18,o 2,o 4,o 2o,o s. 26 
2o 18,o 6,o 1,5 31,5 s. 15 
21 12,o 8,o o,8 48,8 s. 1? 
22 6,o 4,o 4,o 2o,o s. 24 

Wöhlerlinies N(ö). = 8,218 • 1017 •0"~5, 61 mit 6'n:: o 

Schadenssummen: 

Q ,=. TlifTL mit SLEBE 1 (u = 72) 

Beispiel TE ins Rechteclt Bartlett Hanning Hamming 

19 
' 
2o 

21 
22 

1o 1.35 0,29 
15 216 1,81 

23 811 1,72 
249 525<* o,16 

(* nu.r 2 Proben 

TJJF NJff2 

0,30 0,32 o,3o 
1,99 2(11 2,01 
1,92 2,o9 1,99 
o,19 0,20 o,19 

1 
1 

22 



.----------------------..-----------·······-

Beispiele 23 bis 26 Anlage A12 

Versuche von Wirthgen /63/: St 45/f:JJ, gekerbte Flachproben 

Wöhlerlinie und biharmonische Funktion wie in Anlagen A9 - 11 

2 ö1 = 12,0 kp/mm , t 1 = O ,505 Hz 
2 0-2 = B,O kp/mm t f 2 = 50 Hz 

Sch de sum en a. ns m ' 

2 6'1 = 8 ,o kp/mm 
2 6'2 = 6,0 kp/mm 

24 

Q = TgTL mit SLEBE 1 (u = {2') 
Bei- NE aus 
spiel /64/s TE ins Rechteck Bartlett Hanning Hamniing 

23 s. 19 21 14o 1,90 2,16 2,28 2,1? 
24 s. 22 58 778 0,33 0,36 0,38 0,37 

yersuche von Luber /66f.: St 38, ungekerbte Rundprobe 

6: I 
25-26• 

t 
-t 

Wöhlerlinie: N( 6") =- 2,694 • 1024 • ö -s,o5 mit 6"D = 230 MPa 

(aus / 66/ .Anlage, Bild 36: 6".1 = 300 MPa, N 1 = 30 000, 6"2 = 260 MPa, 

Na = 9.5 000) 

SchadenS summen: 

Beispiel 
..... 

NE 6'max 

25 98 100 . 

26 2456 100 

i.n MPa Q = HW'NL 

4o5 1,15 
3o4 2,85 ohne G'D 

(2,o9 mit s-n) 

NE aus /66/, 
Anlage 20; 

!\ nach 
Gl. 90 



Beispiele 27 bis 35 
1 

Anlage A13 

Eigene Versuc~e /65J: St 38, gekerbte Rund- und Flachproben 

27-34 
0: 

f 
-t -ln HJ 

··--· -·--- --·-----------' 

Bei- "' NE 6'max spiel in NIPa. 

Z7 230 569 600 
28 180 2036 500 

29 230 1092 800 

:?o 180 9410 100 
31 230 476 300 
32 180 2386 200 

:5~ 230 ?37 200 

34 180 1226 700 

Versuche von Wirth~en /62/: 

0 

t 

N1r/Nr, Wöhlerlinie 
i;;10? f Probenform 

1,75 
1,57 1";885 5,64 Rundprobe 

1,36 
. 2,4o 28? ,4 6,45 Flachp.ro be "F4" 

1,12 

1,25 25,5 6,1o Flachprobe "F6" 

1,03 
o,82 37,88 6,23 Flachprobe "F8" 

NL nach Gleichung (90) 

St 45/f:I:>, gekerbte Flachprobe 

Ö.· 'I 

t 
35 

-lnHj 

Reßellosigkei tslcoeffizient i = 0, 93, Korrelationskoeffizient r :: O ,5. 
Wöhlcrlinie N( 6') = 9 1 483 • 1017 • o -5, 61 

Beispiel 6-mux in MPa. 

35 294 

NE 

170 000 

NE/NL 

1,36 

NE aus/63/, s. 104 

NL nach Gl. (90) 

Kollektivwerte "Random, Stellung:;" aus /63/, s. 101 

1 



Beis:piele 36 bis 4·1 Anlage A14 

Versuche von D.Lap.ne /58/: St 38, gekerbte Rundproben 

36/37 

Regellosigkeit 1 = 0,95 

38/39 

Regellosigkeit 1 = 0,7 

4CV41 

Regellosigkeit 1 = 0,3 

Wöhlerliniei N( 6") = 1,27 • 1017 • 5 -5,42 mit 6"n = O 
Schaden$ summen: 

TE 1 
, TL m. SLEBE 1(u = rZ') "' Q. = T:"9 • ö;b 6'"max TE in s L 

Beisp. in MPa Rechteck Bartlett Hanni.ng Hamming -----36 220 47 467 o,74 o,82 o,84 o,82 

37 150 320 480- 0 ,76 . o,84 0 ,89 o,85 
38 220 38 733 0 ,51 o,49 o,52 o,5o 
39 150 252 173 o,44 o,92 o,66 o,62 
40 220 215 093 o,63 o,89 o,95 o,89 
41 18o 44? ?73 o,49 0 ,?'l o,76 o,71 

1 



Übersicht zu den Schadensaununen für verschiedene 
Faktoren u (SLEB~Berechllung m. Hanning-Fenster) Anlage A15 

Q für Faktor u = 
Nr. Beispiel f i -{2' u(f) uB( f' 1) Anlage Versuche von 

1 5 o,.33 1,18 1,71 o,93 
2 6 5,42 1,00 1,25 ·1,81 1,81 A 6 Joensson 
} ? o.17 1.17 1.7o o.85 
4 11. o,o.5 o,83 1,20 0 ,.59 
5 12 5,61 o,o5 1,12 1,62 o,79 A9 Wirthgen 6 13 o,17 3,36 4,87 2,45 
7 14 1.oo 1.04 1 .51 1.51 
8 15 o,17 2,39 3,46 1,74 
9 16 o,11 o,41 o,59 o,29 

10 17 .5,61 1,oo o,?o 1,01 1,01 A1o Wirthgen 
11 18 0.20 o.51 o.?4 o.38 
12 19 1,oo 0,32 o,4? o,4? 
13 2o 5,61 o,24 2,11 3,o7 1 ,57 A11 Wirthgen 
14- 21 o,45 2,09 3,o4 1,74 
15 22 0.20 o.2o 0.29 o.15 
16 23 o,4o . 2,28 3,32 1,89 
17 24 5,61 0.20 o.38 o.55 o.28 A12 Wirthgen 

18 25 8,06 1,oo o,74 1, 15 1,15 ~ A12 Luber 
19 26 1 .a2 2.85 2.85 ... 
2o 'Z'l 1,20 1,75 1,75 Y: 

21 28 5,64 1,oo 1.08 1.57 1.57 ~ 

22 29 o,9o 1,36 1,36 ~ 
23 3o 6,45 1,oo 1.59 . 2.4o 2 .4o tt A13 Joensson 
24 31 o,75 1,12 1,12 -lt 

25 32 6,1o 1,00 o.84 1.25 1.25 ~ 
26 33 o,69 1,o.3 1,03 * 
'Z'l 34 6,23 1,oo 

0 .55 o.82 0 . 82 ,.. 
28 3S 5.6o o.93 o.93 1.36 1.36 * A13 Wirthgen 
29 36 o,84 1,23 1, 15 ft 

30 37 5,42 o,95 o.89 1.29 1.21 ~ 
31 38 0952 o,?6 o,55 * 
32 39 5,42 o,?o o.66 o.96 o.69"" A14 D.Lange 

33 4o o,95 1,38 0 f 72 lt 

34 41 5,42 o,;o o,?6 1 •11 * o,58 

( * ) regellose Beanspruchung 



Scha.densswnmen Q im Gauß' s·chen W~scheinlicb.kei ts
ne.tz, mit logarithmischer Abszisse Anlage A16 

zu weieh...-- ---... ~zuh·ort 
(un.sicher) (.sicher) ('f. .) 

991-----~--...--·--•----...,.---UB _. _, '--

Posit„onswahrg,t;einlichk. 

+ R _3i-1 inO/o I ~ - 3n+ 1 

• LJ('f') 

Q{70%) Q(80% 

0,47 2,06 

0,59 303 
q39 2,,43 

o,5.__ ___________ -"--------'------'----+---------4---------------
a 1 q2 0,3 qs 0,7 1;0- Exper/m. .3 4 5 

---111~~ G 1:: TE/ TL bZ.W. NE/NL 
Getrennte Auswertung der 17 regellosen Vorgänge (Anlage A15 Nr. 18 
bis 34) ~t EREG /71/ und VNETZ1 /74/ in Klammern): 

u Et'V1a.rt. ""'.'wert Median Streuspanne 

-{21 o,93 o,87 2,50 (2,35) 
u(f) 1 ,39 1,30 2,58 (2 ,38) 

uB( f ,i) 1,29 . 1 ,15 3,49 (3,22) 



Pror::rammtext SLEBE 2 Anlage A1? 

Hauptproe;i:-amm: 

C PROGRAMM SLEBEZ 18.03.1985 JOENSSON 
C SPEKTRALE LEBENSDAUER-BERECHNUNG MIT FFT OHNE GRAFIK 

DIMENSION B1C2050),82C2050>,A1C1,2>,A2(1) 
DATA AZ/qH-FEN.1HSTER,1HFUNK,1HTION/ , Al/1HRECH , 

F1H8ART,1H HAN,1H HAM, 1HTECK~1HLETT,1HNING,1HMING/ 
CAl...L F l:"\E: M1~T . 

15 FDl:;:MAT < l)) 

WF<ITE < 1O,25 > 
25 FORMATC//'PROGRAMM SLEBE2 18.03.1985'/) 

WRITEC10,35) 
35 FORMATC'DATUM ?') 

READ<10,15) ITA,IMO,IJ 
Wf::ITE<l0 ,165) 

165 FORMATC'~OEHLER-LINIE t K u~o PHI?') 
READC10 ,15> RK ,P 

1 WRITE<10,45) 
45 FORMATC'BEISPIEL NR?') 

READC l 0,15) INEl 
CALL F$0PNC30) 
WRITE<30,85) ~TA, IMO ,IJ,INB 

es FORMATC/12X, 'PROGRAMM SLEBE2',1X,I2,'.',I2,'.19',I2, 
F1X,' BEISPIEL NR ',I3,/) 

CALL SGRAF<LUN ,ST,Bl,B?,TF,RK,P,IN,UB> 
IFCIN.EG.0) GOTO 2 
WRITECl0,55> 

55 FORMATC'ANZAHL· DER MESSW ERTE JE ·FFT-BLOCK ?') 
READC10,15) NW 
WRITE<10,75) 

75 FORMATC'TAKTZEIT IN MILLISEC=?'> 
READC10,15) TZ 
DT ==TZ)l(O • O 01 
TMA X=<NW-1))1(0T 
FMAX=1 ./C2."'DT> 
DF=2.*FMAX/NW 

2 WRITEC30,215) LUN,NM ,ST,TMAX,TZ,FMAX, DF 
215 FORMAT(/12X ,'DATEN-FILE', I1,' MESSWERTE:', 

FI5,/12X,'START-ADRESSE:',F7.0//12X,'TMAX•',F6.3, 
F' S TAKTZEIT', 
FF6.3, ' MS'//12X ,'FMAX=' ,F6. 2 ,' HZ OF•',F6.3,' HZ ' /) 

WRITE<l0,95> 
95 FORMATC'FENSTERFUNKTION? NEINa 0'/20X, 

F'RECHTECK= 1'/,ZOX,'BARTLETT• 2 ' ,/2 0X, 
F' HANNING= .3',/21X,'HAMMING• 1 ?') 

READ<10 ,15) JF 
FF=1. 
IF < JF. GT .1) FF='f .• 
IF<JF.EQ.1) FF=3.1~ 
IF<JFiEG .O > GOTO 5 
WRITEC30 , 105> CA1CJF,K>,K=1,2),A2 

105 FORMATC/,12X,6A1 1 //) 

5 CALL PSD< NW,B1,B2,LUN,OT,JF,IV,IB,ST> . 
FF=FF*FLOATCI8-IV+1) 
Nc:NW/2+1 
B1<1>=FF*B1(1)/2. 
PG=O. 
00 i.O I=2,N 
01 C I>•2+*FF~B1CI)l(2-1) 

Fortsetzung A 18 



Proßrammtexte SLEBE 2/SGRAF Anlage A18 

FZ=FLOATCI-l)~DF 
PG=PG+81CI)Äf2>KF2 

10 CONTINUE 
T=TF / < ur::->KSORT < PG) ) 
Wl~ITE<30,205) T 

205 FORMATC/12X~'SPEKTRALE LEBENSDAUER l'tE11.7,' SEK.'//) 
WRITEC30t145) INB 

115 FORMATC/12X,'ENDE PROGRAMM SLtBE2 NR.',I1///) 
~mrrr::: < 1o,1~;~3 > 

1S5 FORMATC'NEUES BEISPIEL? l=JA O=NEIN') 
l=<EAD < 10 t15) NE:I 
IF C NEiI > 1 , 4, 1 

't STOP 
END 

>>ERROR COUNT: 0000, PSECT SIZE: 0878, DSECT SIZEi az1a; REV. a 
Gesamtprogramm-Sturktur siehe Anlage A4 

Total Memory Requirements: 25 BF16, PGS:- OOE816 

Berechnung der SchädigungsgradienteAfunlttion: 

SUBROUTINE SGRAF CLAN,T,X,Y,TF,RK,P,IN,UB> 
DIMENSION X<l>,YC1)tIYC200) 
CALL FREMAT 

15 FORMATCV> 
WRITE C 1.0t15) 

15 FOf.:MAT ('UMRECHNUNG WIEVIELER WERTE IN GRAOI·ENTEN ? ') 
REAIHl0,15) AW 
IF<AW.GE.1.> GOTO 11 
IN~-:: 0 
GOTO 1 

l't A=AW 
B=AW· 
IN==l 
WF:ITE < 10, 25 > 

25 FORMATC'WERTE VON WELCHEM FILE HÖLEN ?') 
Rf.ADC10,15) LUN 
WFnTE<l0,35> 

35 FORMATC'START-ADRESSE ?'> 
READ < :J. 0 , 15 > ST 
CALL REKO CLUN,ST,AW,RKO> 
CALL FKU8 CP,RKO,UB> 
CALL DIMAXCLUN,STtBrM) 
V=FLOATCM)/ZOO. 
WRITE< 19 ,5~'i) 

55 FORMATC'AUF . WELCHEN FILE GRADIENTEN ABLEGEN?') 
r-i!EAD<l.0,15>° LAN 
\.ff.:ITE ( 10, 35) 
READ<10t15> S 
T:i::S 
WRITE<l0,165) 

L65 FO~MATC'MAX. SPANNUNG CMPAJ ?') 
READC10,15> SMA 
Wl~ITE ( 10 t 155 > 

155 FORMAT<'DAUERFESTIGKEIT CMPAJ ?') 
REA0<10,15) SO 
OM=SMA**P/RK 

Fortsetzung A19 

0 0/0 011 



Programmtext SGRAF 

HS=DM 
00 30 I=.1t16-
DM=DM')l(l 0 • 
IF<DM.LT . 160.> GOTO 30 
L;,,,I 
GOTO 3 

30 CONTINUE 
3 DM,=DM/10. 

!Nll=L-1 
FNU""FLOATCINU) 
FNU=10.lKl6CFNU 
F=SMA/V 
ID=O 
IT=1 
WRITEC30t95) SMA,V,RK,P,SO,A,LUN,ST 

95 FORMATC//12X,'SCHAEOIGUNGS-GRADIENTEN FUER SMAX•', 
FF6.1 , ' MPA (',F6.3,' V)'//12X, 
F'WOEHLERLINIE N=',E12.S,'l6CSIGMAlKÄ-'tF5.2/12X, 
F'DAUERFESTIGKEIT:',F5.2,' MPA'/,12X, 

Anlage A19 

FF8.0,'WERTE VON FILE NR',I3,' AB START-ADRESSE',FS.O> 
R~{S=R~UFNU 
RNT=O. 

12 A~=AW-200. 
IF<AW.GT.O.) GOTO 4 
Dl-l=AW+200. 
GOTO 6 

'+ DW=ZO·O. 
6 Nl-l=DW. 

IF<NW.LE.O> GOTO 7 
CALL DLIRCLUN,1,NW,X,0~005,St> 
ST=ST+DW 
00 20 I=1,NW 
SF=F~AE:SCX<I>> 
Y ( I) =SF:iucp /l~KS 
IF<X<I>.LT.O.) YCI>=ID*Y<I> 
IF<SF.LT.SD> Y<I>=O. 

20 CONTINUE 
CALL DSRICLAN,1,NW,Y,o.oo~,S) 
IFCIT.EQ.0) GOTO 13 
CALL OLII<LAN,1,NM,IY,S) 
NZi::iO 
DO 10 I=2,NW 
IFCABS<IYCI-1)).GT.O> GÖTO 11 
IF<ABS<IYCI>>.GT.O) GOTO 11 
NZ=NZ+1 
GOTO 10 

11 IYCI-NZ>=IY<I> 
10 CONTINUE 

RNT::::RNT+FLOATC~Z> 
NW ==NW-NZ . 
CALL DSIICLAN,1,NW,IY,6) 
OW::::NW 

13 S=~+DW 
GOTO 1Z 

7 RNT=A-RNT 
TF=-=RNT/A 
WRITEC30,135) RNT,TF 

135 ~ORMATC/12X,'TRANSIENT i',F8.0t' TF=',F7.3> 
TF=FNU/TF 

1 RETURN 
END 

1 



Dialogbeispiel zu SLEBE 2 (schematisch) Anlage A20 

Auf dem Daten-File 22 ab Start-Adresse 1 befinden sich 10 000 digi
talisierte Beanspruchungswerte 6'i (normiert in V') einer Funk-
tion 6'(t) i 

Bildschirm: ß SLEBE 2 
t 

- Wöhlerlinie: Kund PHI? hl..~. ~ 

- Umrechnung wievieler Werte in Gradienten? 10 000 

- Werte von welchem File holen? 22 Startadresse 1 - -
- Auf welchen File Gradienten ablegen? ~ Startadresse ;;o 000 

- Max. Spannung /MPa/? 100 -
- Dauerfestigkeit /NIT!a/? Q 
- Anzahl der Meßwerte je FFT-Block? 2048 -
- Taktzeit in Millisec. = ? ~,001 

- Fensterfunktion? Nein i 
- Welche Blöcke? Von, bis 1, 2 - -. 
- Neues Beispiel? Nein i 
- Stop, DBOS CC 

Drucker: 

PROGRAMM SLEBE2 15.10.1985 BEISPIEL NR 1 

UB ( 5+73, 1.00>. 2.oa (Faktor UB (f,i): Text Gl.86 u....12, 
für Regellosigkeit 1 = 1,00) 

SCHAEDIGUNGS-GRADIENTEN FUER SMAX= 180.0 MPA C a.775 V> 

WOEHLERLINIE N~ 0.12800E+19*SIGMA**- 5.73 
DAUERFESTIGKEIT: 0+00 MPA 

10000.WERTE VON FILE NR 22 AB START-ADRESSE 1. 

Tl~ANSIENT : 446'1. TF= 0. 446 (Faktor tF: Text Gl. 11?) 

DATEN-FILE 22 MESSWERTE: 20't8 (je Zeitblock 2048 Werte) 
START-ADRESSE: 50000+ 

TMAX= 2.04' S TAKTZEIT 1.001 MS 

FMAX=499.50 HZ DF= 0.489 HZ (DF G ~fs Text Gl. 109) 

LEISTUNGSSPEKTRUM: BLOCK 1 BIS 2 

SPEKTRALE LEBENSDAUER : 0.3643578E+05 SEK. (~: Gl 118) 
5esamte Bearbeitun~szeit: 2 min 50 sek. für die 10 000 Werte 



Versotzungsätzbild und gemessene Versetzl.Ulgs
dichteverteilung für eine SinterkontBktregion 

----------··-· ---

2·109 

1·109 

l 
1 
1 

' 

Anlage B1 

t = 4h 

T = 1000<>0 

X 'ä ~ 0,12 

----, 
l 



r-----------------------------.-------------- ·--

Nutztlllg der Rotations- und Teilchensymmetrie Anlage B2 

a) b) 

Beschreibung der Geometrie des Zweiteilchenmodelles durch ein 
symmetriqches Axialschnitt-Viertel 

Sohematische Darstellung der Vernetzung im Teilchenkontaktbereich 



Korr0ktur zum Unterprogrrunm SPAUN des 

FEIJ-Proe;ramrnes MSP 172 Anlage B3 

i 11 
t19Jt45,t35 
? 
i 13 
tnt0~0r i,j,t,es,k; 
rr:; ; 
setoutput (3) ; 
w1: es: =1; 
? , 

Le gende: 

r 91 93 
t19:= -(i1-i3)~0.3079+i4•0.6157; 

i2 = 6" z in kp/cm2 i1 = or } 
14 = 'rrz 
t19= T UV ( f =19°) in MPa 
setoutput (1) z Lochstreifen-

stanzer 
setoutput (3): Schnelldrucker 

if k=O t hen · 
oe5in fö"rmat('? 1234 . -1.12345E-12 -1.12345E-12 -1.12345 
- E-12 -1.12345E-12 -1.12345E-12 1.12345E-12 -1.12345 

E-12) • 
print (i, i 1; i2, i3, i4, i5, t19 ,rm,zm) ; 
L).Ot9., W2; 

end· 
Tn=1 then 
oesin t45:= -~i1-i3)•0.5+i4; 

t35:= - i1-i3)*0.4699+i4•0.3420; 
format '? 1234 -1.12345E-12 -1.12345.E-12); 
print (i,t45,t35); 
L5oto w2; 

end; 
)]:'k=2 then 
oegin t~9:~(-(i1-i3)~0~3079+i4•0>6157)/10.04 

if' abs(t19) ~ 99.0 then t19:=99.0; 
Pörmat ('-1~1234,',.--;-
print (t19) ; 
rsoto w2; 

end• 
In.= ~5th(n oosii1 t := -ii1-i3),0.5+i4)/10.0; 

if abs . ~45) ~99:0 ~ t45:=99.01 
rormat .-12. ~234, ) ; 
print (t45) ; · 
,L?äOtO W2; 

lfd~ . =4 then 
"6egin t:;):=;;?(-~i 1-i3) ~o. L~699~4•0.3420) /10.0; 
· if abs t35) g:!z 99.0 then t35:=99.0; 

IOrI!lat '-12. ~234, ') ; 
print (t35) ; 

. soto w2 ;-
end· 
- a. w2: end i; 
W3: k::lc+1; 

if k=1 th.cn 
beein-forma~???element tau/uv(45) tau/uv(}5)?); 

print (t45,t35); 
Goto w1; 

end· 
!fit lt 5 then 
~ßin-Setoutput (1); spaoe (50); 

ßOtO W1; 
e.nd • 
set~utput (3) ; 
?? 
Ende der Korrektur 



M1: 

M2: 

1 
1 

' \ 
' 1 

ZerleßUllCT in finite Elemente 
Modelle M1 und M2 Anlage B4 

Ausschnitte gegenüber den 
Gesamtnetzen 
75-faoh vergrößert& 

' 1 ' 
' 1 1 , , , ,, 
~-----; ' , . 
\ ;'' \ ':., 

ta!-----..11' 

1', 

Modell M2 mit Nullelementens I ' 1---') 



M3: 

M4: 

Zerleßuns in finite Elemente 
Modelle M3 und M4 Anlage B 5 

Ausschnitte gegenüber den 
Gesamtnetzen 75-fach vergrößert 

Modell M4 mit Nullelementen: 
" I ' 

I ' 1...---~ 



Beispiele zu berechneten Spannungsverteilungen 

z 

u-v-System im r-z~System 

I 
/ 
I 
I 
\ 
\ 
\ 

Anlage B6 

\ 
\ 
-\ 

\ 
I 
I 

/ 

Normalspannungen 6'r, ß'z in der 
Kontakthalsebene (z = 0) 

10,um 

c: uv<r, z) für x/a = O, 08 und -f = V' = 45° 



Schubspannungsverteilung 'uv<r, z) 

für z = Os 

~ 
l: 

10µm 

luv 
in lfPa 

1."uv(r, . z = 0) 

0, 1J. 

Anlage B7 

Modell M2 
X ä ::: 0.08 

f= 450 

0,16 

.~ 0,51-----'r..L.J.J~-->1!..+-+----11-1"'-+iz...+----~...:.L.Jf+Jl-+--~~~-'-'-tt"-f 

!> 

~ 

t 0.ZS~;;;;;;;;~=~-
10 J..O 30 

--- r ln ,Atm 



Aktivicrbure Gebiot0 für ver.achicdone Werte 
von 'LKrit. (Beispiel Modell M2) 

1 ,]'= 71• 1 

5µm 

.Anlage B8 

r 

1 . 
1 

1 . 
1 

r . - . --- ____,, . .,... _ ___. 

1 ,f= 45·1 

z 

z · 



Gcecnüberstellunß r;emessener Ve.rsetzungsdichte 
U(r,z) und berechneter Schubspannungen "uv(r,z) Anlage B9 

N ~ 10 min 

X 'ä = 0,04 

i = 0 t 08 ••• 0 t 12 

Gemessene Versetzun~sdichteverteilungen 
im Kontaktbereich monokristalliner 
Kugel-Platte-Sinterpartner /118/ 

Modell M1 

~. o,o4 
a 

Modell M2 

i = o·,oa 

~ 10h 

~ = 0,16 ••• 0,20 

t 
. 
. 1 

. 
' Mode11 M4 

i = 0,16 

Mit FEM berechnete ~uv-Verteilung der Zweikugel-Modelle. M1 bis 
M4 für .1"= 71°(aktivierbare Volumina mit 't'Krit = 0,25 MPa) 



Thesen zur Dissertation B: 

''Neue .Anwendung schneller Fouriertransformation in der . Betriebs
festi&lfei t ui.td finiter Elemente in der Sintertheorie" 

' • n 

vorgelegt von Dr.-Ing. Dieter Joensson 

Die Dissertation besteht aus zwei selbständigen Teilen. 

Jllese.n zum Teil I: Spektralanalytische Lebensdauerberechnung 
regellos schwingend beanspruchter Bauteile mit FFT 

1.) Bisher war es nicht möglich, Lebensdauerberechnungen allein 
au:f spektralanalytischer Grundlage auszuführen. 

2.) In der vorliegenden Arbeit wird nachgewiesen·, daß verschiedene 
analytisch geschlossene Berechnungaansätze für die Lebens
dauer au:f die folgende Form zurückführbar sind: 

1 (1) 
N H "' l { f 1 ( 6' ) } . 0 ef / 

mit NM: Lebensdauer nach Palmgren/Miner ; L { f 1 ( $-)} : Funk
tionsterm in Abhängigkeit der eindimensionalen ·wahrscheinlich-

" keitsdichte der Maxima 6' ; oeff: Effektivwert aller mo-
mentanen Beanspruchungswerte G"( t) ; f: Wöhler;Liniene:xponent. 

Neben dem spektralanalytisch zugänglichen Effektivwert ist 
also stets die Kenntnis der Amplitudenverteilung unerläßlich, 
um die Lebensdauer NrA zu ermitteln. Für die Bereitstellung 
der Verteilungsfunktion ist eine Auswahl und Schädigungsbe
wertung ausgezeichneter Punkte der Beanspruchungs-Zeit-Funktion 
üblich. Infolge dieser Auswahlmöglichkeit entstand bisher 
eine große Zahl verschiedener ein- und zweiparametriger Klas
sierver:fahren. 
Liegt das Klassierergebnis digital vor, dann kann jedoch die 
Lebensdauer NM direkt über die Palmgren/Miner-Swnmenformel be
rechnet werden - ohne spektrale Angaben. Demzu:folge wird ge
genwärtig die Spektralanalyse in der„Betriebsfestigkeit nur 
zur Gewinnung zusätzlicher Prozeßinformationen. eingesetzt. 
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3.) Es wird gezeigt, daß die Palmgren/Miner-Summen.f'ormel einen 
arithmetischen Ml.ttelwert von "Stuf~n-Schä.digungsgradienten" 

LlDic = 1/NK ( je Stufe K) darstellt: 

1 
NM=- -

'101( 
(2) 

Gemäß Gl. (1) ist der arithmetische Mittelwert nur spektral
analytisch berechenbar, wenn gleichze_itig Informationen zur 
Verteilungsf\lllktion vorliegen. 

4.) Der quadratische Mittelwert aller Amplituden X:K einer Sinus
BJ.ockfunktion x(t) = ~ •_ sin "41 t mit variiertem :zx steht i:n 
einem verteilun~sfreien Zusammenhang zum Ef:fektivwert aller 
Momentanwerte dieser Funktion: 

(3) 

5.) Es wird deshalb vorgeschlagen, .an Stelle des arithmetischen 
Mittelwertes 2iPK in (2) einen quadratischen Mittelwert zu 
verwenden: 

1 
N ------

t. ·Llo 4 
K 

6.) Speziell für Schmalbandprozesse entsteht aus (4) :folgende 

Swnmentorme l: 

LnK 
L ~:~ 

N c: 
L 

(4) 

(.5) 

Hier wird im Unterschied zur Pa1mgren/Miner-Formel die 
Schädigungsarbeit Dic:INK zusätzlich auf die Zeit NK bezogen, 
d. -h. der AnSatz (4) ist als .Akkumulation von "Schädigungs-

leistungen" interpretierbar. 

?.) Der quadratische Mittelwert in (4) kann analog zu (3) in 
einen verteilungsunabhängigen Faktor u und einen Effektiv-



wert LlDef~ zerlegt werden: 

N = 1 
L U· Ll.Deff 

(6) 

s.) ADeff' muß notwendig aus m9menta:len SchädißUllgsgradienten AD(t) 
berechnot werden. Eine derartige Funktion entsteht, wenn jedem 
Bea.:o.spruchungswert o(t) über die Wöhlerlii>.iengleichung N(G") 
ein momentaner Schädigw'lgsgradient AD(t) zugeordnet wird. 
z. B. · gilt für die Geradengleichung N( 6") im log S- - log N
Systems 

L.ID(t)= f · [O(tJ] f 
w 

(?) 

mit Kw: Wöhlerlinienkonstante; f : ·wöhl.erlinienexponent. 
Die Fuilktion AD(t) sei als nschädigungsgradielitenfw:ikti·on" 

be ze1 ch.ne t. 

9~) Der Effektivwert beinhaltet die s:pektralen Leistungen für alle 
Frequenzens 

10.) 

11.) 

L.IDeff .;.f ["° ~D (t) df 
1 

(8) 

,..., . 

Die ein.seitige Spektraldichte:f'unktion G A.D(f') folgt hier aus 
der Fouriertransformation der Schädigungsgradientenfunktion 
.AD(t). 

Die Lebensdauer NL nach Gl (6) kann somit .durchgängig spek
tral.anal.ytisch berechnet warden, ohne Informationen über be
stimmte Verteilungen zu benötigen. Für Breitba:c.d.prozesse ist 
die Zerlegung der Schwingspiele N in Zeit und Frequenz erfor
derlich. Daraus folt die Lebensdauerzeit ~ (in Sekunden): 

1 
T =: ---;:=========;:;-

L U • -1 J"° ~D (f) · f .t df 
" 

(9) 

Der Fakto:z: u hat jetzt nicht me~ den Wer-~ ~Wie in Gl. (3) , 
weil die Schädigungsgradienten ~D(t) mit -f potenzierte Sinus 
fullktionen darstellen. Für SChm.albandprozesse gilt exakt: 

1. ·; ~ 1 ) u - u 2
( f) - f! T( ( l - T ~ 2 

1=1 . 

(1o) 
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und für ireitbandprozesse entsteht eine vom Bagellosigkeits
koeffizienten i abhä...~gige Näheru.ngsf ormel: 

~ 

J. ) 1T(2.e-1+il) 
u ( ..P i = ,,(=1 = u l. 

a '' -f 

(11) 

7T{21-1) 
.l•1 

. . ,...,, 
12.) Die Spektraldichte G AD il1 Gl (9) ist nur für Sonderfälle 

analytisch ermittelbar. Eine allgeQein gültige Berechnung 
kann jedoch für diskrato Beanspk~chungswerte realisiert wer
den. Infolge einer Digitalisierung entsteht aus (9)i 

1 
TL ;: 

Ua (f, i) ·j t GAll.t ( f~). f/' 
""*1 

(12) 

13.)Zur Ermittlung d~r Lebensdauer ~ nach Gl. (12) Wu:rde das 
FORTRAN-Programm SLEBE geschrieben. Die .dis·kreten Spektral
leistungen G .ADl (f1) werden dabei mit schneller Fouriertrans
formation berechnet. Somit wird. erstmalig diese Fou.riertrans
formation auf F~ionen .6D(t) anoc-ewendet, die bereits 
das Schädigungsve.rmögen des Bauteiles beinh3.lten. 

14.) Zur Lebensdauerberechnung für 34 verschiedene, experimentell 
geprüfte Beanspruchtingsverläufe wurde das SLEBE-Programm 
bzw. Gl. (5) eingesetzt. 
Im Vergleich zu ~en Versuchswerten entstanden Schadenssummen 
mit folgenden Kennwerten: Erwartungsv1ert 1,26 und Strau
spanne 6,23 für den Faktor u = ~( -f, i). 



T'~esen zu Teit II: Berechnung räumlicher Spannungen in den 
Gleitebenen von Zweiteilchen-Sinterinodellen mit FET'K 

5 

15.) Bisher wa:r es nicht möglich, die Bildung hoher Versetzu:ngs
dichte im Teilchenlconte.ktbereich freiwillig sinternder Pul
verteilchen zweifelsfrei durch einen eil:lfachen Mechanismus 
zu erklären. 

16.) Beim "freiwilligen" Sintern, d. h. ohne äußeren Preßdruck, 
schwindet und verdichtet sich das disperse Sinterform.teil 
nur durch Ei.nwirl(ung der Laplace sehen Kapillarspannungen, die 
durch Ober:flächenkrümmung entstehen. Es existiert also eine 
enge Wechselbeziehung ·zwischen .Geometrie und Belastung der 
einzelnen Pulverteilchen. 

1?.) Wird ein Versetzungsmultiplikations-Mechanismus vom ~ der 
FRJUlK-READ-Quelle vorausgesetzt, so induzieren die außen an
greif'enden Oberflächenkräfte im Innern der Pulverteilchen 
Schubspannungen auf den kristallinen Gleitebenen. Damit je
doch diese Schubspannungen vorhandene Versetzungsquellen 
aktivieren können, müssen sie die Versetzungs-Quellenspannung 
?;'Krit des Werkstoffes übersteigen und soweit· reichen, daß 
Versetzungssegmente ausgebaucht we:i."'<ien können .• Je.de Ver
setzungsvervielfachung erfo~ert also ein aktivierbares Vo
lumen bestimmter Ausdehnung. 

18.) Aktivierbare Volumina für reale Sintersysteme wurden bisher 
noch nicht berechnet; auch nicht für theoretisch übliche · 
rot·a tionssymmetrische Zwe ikugel-Sintermodelle. 

19.) In der vorliegenden Arbeit wird ein Berechnungsmodell für 

Zweikugel-Bintersysteme vorgeschlagen, bei dem die Gleit
ebenen in Form rotationssymmetrischer Kegelmantelflächen . 
im Innern. der Pulverteilchen idealisiert sind. Damit karm das 
echt räumliche Problem auf' ein quasi-ebenes reduziert werden, . 
so daß eine Berechnun.e; mit vertretbarem Aufwand möglich ist. 

. . . . 

2o.) In Abhängigkeit vom rotationssymmetrischen Spannungstensor 
entstehen auf den als Kegelm.antelfl:ächen 1dealiSierte~ Gleit-
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ebenen folgende Schubspannungen: 

?:uv· ( f) = ( Or - 6"2 ) • sin -f · cos f · Trz. · cos 2f (13) 

Diese Schubspannungen sind abhängi.g vom Vlin_kel -f der· Kegel
mantelfläche zur Bota·cionsachse z bzw. vom Winkel V- = 90°- -f 
zur Kontaktebene z = o. 

21.) Zur Berechnung des SpW'll'lungstensors vro..rde ein vo~"'handenes 
FErlI-ALGOL-Prog:ramm für elastische rotat;Lonssymmetrische Fest
körper genutzt, das finite Dreieckringelemente mit linearem 
Verschiebungsansatz verwend.et. Durch eine :Programmkorrektur 
wurde für jedes finite Element die zu.Sützliche Be~chnung der 
Schubspannung 7: uv nach .Gl. ( 13) für drei verschiedene Win-: 

kel -f veranlaßt. 

22.) Um die zeitabhängige Veränderung der räuml.ichen· Schubspan
Jl:ungsverteilWlgen zu erfapsen~ wurden vier geometrische Va-

. rianten M1 bis M4 des Zwaikugel-Sintermodelles in finite 
Elemente zerlegt. die vier charakteri~r~ischen Sinterzeiten 
entsprechen. Die Modelle M1 bis M4 sind durch sehr unter
schied1iche Halslo:Ummungsradien und Halsdurchmesser gekenn
zeichnet, so daß unterschied.lieh feine FEM-Vernetzwagen er
forderlich waren (mindestens 374 und maximal ,5o6 FJ.emente). 

23.) Zur ~ittlung der alct;i Vierbare:i Volumina wurde ein vorhan
denes Grafik-Programm zum Zeicb.neD. der FEil/f-Netze so modili
ziert, daß nur die Elemente gezeichnet we.rdell, für die die 

Beziehung Luv ~ 7: Krit (These 17) gilt. 

24.) Die mit finiten Elementen berechneten aktivierbaren Volumina 
wurden mit gemessenen Versetzungsdichteverteilwigen vergli
chen. Die Messungen erfolgten vorher von anderen Autoren aus 
technischen G..."'"'Üllden ·au Kugel-Platte-Sinter:partriern, die Be
rechnung jedoch für Zweikugel-Sintermodell-e. Die Ergebnisse 
sind trotzdem vergleichbar, weil sich in. beiden · Fällen die 
typische, stark gekrümmte S:i.nterhalszone und die daraus re
sultierende Kapillarbeanspruchung ausbildet. 

25.) Die berechneten aktivierbaren VolumiLa korrelieren sehr gut 
mit den experimentell ermittelten Versetzuagsdichtevertei-
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lungen. Die Maxima der Versetzungsdichte wandern mit zuneh
mender Sinterdauer ebenso wie die berechneten aktiVierbaren 
Volwnina als ringwallf'örmige Erhebungen nach außen. 

26.) Nach diesen Ergebnissen kann die g.roße Gescb:Vrindigkeit und· 
de.r große Betrag der Formänderung beim freiwilligen Sinter.n 
über den Frank-Read-Mechanismus interpretiert werden. Der. mit 
der FEM-Berechnung nachgewiesene Zusammenhang zwischen ak
tivierbaren Volumina und Versetzungsdichteverteilu.ngen er
laubt Ifilckschlüsse aui' die Wirkung folgender Parameter, die 
den Sinterprozeß maßgeblich beei.l:l:flusse~: 

- Höhe .der Versetz~s-Quellenspannwig "'Z"Krit des Werltstoffes 
- Teilchengröße 
- kristallogra:fische Orientierung der Sinterpartner zuein-

ander 

- Sintertemperatur 

Damit sind .Allsa.tz:punkte _gegeben, wn gezielt in den pulver
metallurgischen Fertigungsprozeß eingreifen zu köllllen. 

27.) Die Untersuchungen er:tol'gten für freiwillig sinternde 
Kupfer-Pulve.rteilchen. Die Ergebnisse sind aber auch auf 
andere kristalline Materialiea und auf gepreßte Sinterform
teile anwendbar. 




