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j • Ein;Lei tuns 

Das Finite-Element-Programmsystem GITRA (Grafiscn interakti­
ve T.vagwerksanalyse) wurde vor etwa 15 Jahren.in der Sektion 
Maschinen-Bauelemente der TH Karl-Marx-Stadt begründet und 
seither ständig weiterentwickelt. 
Zu Beginn wurde~ eindimensionale finite Elemente verwendet 
/1/, /2/. Später erfolgte die Erweiterung auf 1läcbenelemen­
te in GI'IRA II /3/. 1986 wurde im .Lehrstuhl Strukturdypamik 
der Sektion Maschinen-Bauelemente unter Leitung von Prof, Dr. 
sc, teohn. F;Erfurt eine dritte GITRA-Version für Personal­
computer konzipiert und seit dieser Zeit schrittweise das 
Programmsystem GI'.l!RA3 aufgebaut, In GITRA3 konnten einerseits 
bewährte Algorithmen des Großrechnerprogramms GITRA II über­
nommen werden, andererseits jedoch wurde ein völliger Neuauf­
bau mit zah~eiohen Neuentwicklungen realisiert, insbesondere 
zur Computergrafik, Im neuen Programmsystem werden die Vo~­
teile des Personalcomputers durch den konsequent modularen 
Aufbau optimal genutzt /'+/. 

GITRA.3 berechnet statische und dynamische Verformungen, 
Schnittreaktionen und Spannungen für räumliche, dünnwandige 
Fläcnentragwerke in Kombination mit Balken beliebiger Quer­
schnitte, Federn, Masse- und Starrelementen, Beiepiele tür 
Anwendungen zeigt Bild 1. 

Ztir Implementierung de.s gesamten Programmsystems auf e1nem 
Personalcomputer des Nutzers genügen zur Zeit vier 360 KByte­
Dißketten. Voraussetzung fill' eine umfassende Nutzung von 
GI!CRA) ist ein Arbeitsspeicher von minde~tens 500 KByte, ein · 
externer Plattenspeicher .> 1 MByte, nebeJ:) dem normalen Bild­
schirm z1~sätzlich ein Graf:Llt-Jarbterminal, sowie ein Plotter. 

Die Anwendungsbeschreibung ist in diesem Heft als. Anlage ent­
halten und sollte vom Leser zuerst gelesen werden, weil sie 
den gegenwärtigen Leistungsumfang und den aktuellen Aufbau 
des Programm~ystems repräsentiert. 
Das vorliegende Heft W\lrde hauptsächlich für Nutzer geschrie­
ben, die bisher noob wenig Umgang mit der Finite-Element-
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Methode (FEM) hatten. Die theoretischen Grundlagen wurden 
relativ ausführlich darge·stellt, um die Möglichkeiten und 
Grenzen des Programmsystems transparent zu machen. 
Natürlich l{ann in diesem Heft nicht jeder in GI'l'RA3 verwen­
dete Algorithmus detailliert beschrieben werden (das Programm­
system beinhaltet zur Zeit mehr als ~8 000 FOR'l'RJU'i-Anweisungen 
allein für die Grundmodule); hier muß ein Überblick genügen • . 

Programmentwickler von GITRA) ßind: 

Dipl.-Ing. Joachim L i e b e r s , Dr,-Inr;,, Annette B o b e 
(VEB Nadel- und Platinenfabrik Karl-Marx-Stadt), Dr,-Ing, 

Wolfgang T i e t z (Forschungszentrum des Kombinates "Fritz 
Heckert" Karl-Marx-Stadt), Dipl,-Ing, Bernd F i n d e i s e n, 
sowie der Autor, 
Spezielle Programmentwicklungen wurden von 
Dipl.-Ing. Carsten St l' e l 1 er , Doz, Dr, so, techn. 
Werner G u m p e r t und Student Peter R i c h l i n g 
realisiert. 
Die Kollegen :Or. sc. na t. Arnd M e y e r .und Dr. rer. na t, 
Mat;hias P e s t e r der Sektion Mathematik haben effektive 
Algorithmen für Gleichungssysteme und Eigenwertprobleme ge­
liefert. 
Weiterhin leisteten die Kollegen der Sektion Maschinen-Bau­
elemente Dipl,-Ing, Jörg M ü g 1 i t z im Lehrstuhl Ge­
triebetechnik, Dipl.-Ing. Lutz K 1 i n g b e i l im Lehr­
stuhl Konstruktionstechnik, D,p,-Ing. Roland V o g e 1 in 
der Lehrgruppe Technische Mechanik, sowie Dr.-Ing, Armin 
F r e u n d im .Institut für Mechanil{ Beit.Päge zu GITRAJ. 
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X 
Bild 1: Beispiele zu GI~RJJ-.Anwendungen 
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~' Eiffiß.e Grundlasep zur Ff!JM mit Verechiebunssansätzen 

2.1. Ve!.,§,2,h,iebpp~~n als Hau;ptunbe.kannte 

Bei Elastizitätsproblemen treten im allgemeinen Verschiebun­
gen und Spannungen gemischt als unbekannte Größen auf. Für 
eine effektive Lösung ist es zweckmäßig, Hauptunbekannte fest­
zulegen und diese zuerst zu berechnen und anschließend daraus 
die noch verbleibenden Unbekannten zu ermitteln. Als Hauptun­
bekannte werden 1n der Elastizitätstheorie entweder Verschie­
bungen oder Spannungen verwendet /5/. Je naoh Wahl der Haupt­
unbekannten ergeben sich verschiedene Lösungswege sowohl für 
die differentielle als auoh für die integrale Formulierung 
des Elastizitätsproblems, s~ehe Tabelle 1. 

Tabelle 1: Lösungswege der Elastizitätstheorie 

Typ der Aus- Hauptunbekannte ']1-pische s 
gangsgleichungen Näherungs-

Verschiebungen Spannungen verfahren 

differentielle Lam6-Navier Beltrami- Differenzen-
Formulierung Mic.Q.ell verfahren 

integrale Formu- Prinzip der Prinzip der PEM 
lierung (Varia- virtuellen virtuellen 
ti on sf or mul:t.erung) Verrückungen Kräfte · ~ 

=> Minimum des Minimum des 
elastischen konjugierten 
Poteutials elasti sehen 

Potentials 

Wenn das Elastizitätsproblem differentiell formuliert wird, so 
. ·- - ~ 

entstehen aus dem statischen Gleichgewicht, den kinematischen 
Verträglichkeitsbeziehungen und ·den Materialgleic.b.ungen .15 
partielle Differentialgleichungen mit 15 unbekannten Funktio­
nen: 6 Sparinungen, 3 Verschiebungen und 6 Dehnungen. 
Durch Eliminieren der Spannungen und Dehnungen erhält man die 
Gleichungen von Lame-Navier, die nur noch Verschiebungen als 
Hauptunbeltannte enthalten. Analog entstehen die Gleichungen 
von Beltrami-Michell für Spannungen als Hauptunbekannte, wenn 
Verschiebungen und Dehnungen eliminiert we~den. 
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Die Lösung der Di:t'ferentialgleicbungen erfordert die Integra­
tion eines Randwertproblems. Ein typisches Näberungsve.rf ahren 
dafür ist das Differenzenverfahren, 
Wenn das Elastizitätsproblem als Energiebilanz für das Gesamt­
gebie·t formuliert wird, so fUhren Verschiebu.ngen als Hauptun­
bekannte auf das Prinzip der virtuellen Verrückungen und Span­
nungen auf' das Prinzip der virtuellen Kräfte. 
Beide Lösungsweg~ gehören zur Variationsrechnung. Die Lösung 
einer derartigen Variationsaufgabe erfolgt für diskrete Werte 
über partielle Ableitungen. 
Auf gemischte ,Ansätze, die zu hybriden Varia~ionsformulie.run­
ge.n führeri /6/, soll hier nicht eingegapgen werden, 
Die Methode der finiten Elemente ~st ein Näherungsverfahren 
der Variationsrechnung und kann als Moditilte.t:S.on des Ritz-Ver­
fahrene /7/ interpretiert wer~en. 
Weltweit existieren FEM-Programme für Verschiebungen oder 
Spannungen oder für gemischte Unbekannte (finite Hybridelemen­
te), Die überwiegende Zahl der Programme basiert jedoch auf 
Verschiebungen als Hauptunbekannte, weil der daraus folgende 
Löaungsweg die geringsten Schwierlgkei ten \)ei der recnentech­
niscnen Umsetzung bereitet. 

Auch in GI'ffiA.3 si.nd ausschließlich finite Elemeote für Ver­
schiebungen implementiert. Deshalb wird nachfolgend .nur für 
ö.as Prinzip der virtuellen Verrückungen der LösungfJWeg aus­
führlicher dargestellt. 

Das Prinzip der virtuellen Verrückungen führt für lineare, 
wegunabhängige Probleme auf das Prinzip vom Minimum des ela­
stischen Potent1ais. Das elastische Potential Treines Gebie­
teß 52 mit dem Volumen V und der Oberfläche A lautet: 

1T"" Z j Er 6' d.V -! V'r fv d.V -/ v' [A dA 
V V A 

(1) 

mit 
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Er= ( Ex , Er' E z I rx~ I fxi? I fYi) 

6'T= ( Dx, Dy, Dz, Yxy, lXj, Tyi.) 

[vT = ( f V,x t r Vy 1 ( Vi-) 

{AT= ( {Ax ' f Ay ' {AT.) 

Vektor der unbekat\nten 
Deh.oungen 

Vektor der unbekanpten 
Spannungen 

Vektor der unbekannten 
Verschiebungen 

Vektor der Volumenkräfte 

Vektor der Oberflächen­
kräfte 

Das Potential 7T ist (w:t.e jeder Energ.ieausdruclt) .ein Skalar. 
DQr erste Term in Gl. (1) repräsentiert die Formänderungs­
arbeit und die beiden anderen Terme bilden die Arbeit de~ 
äußeren Belastung. 
Jede der angegebenen Velttorlto~ponenten ist eine Funktion des 
Raumes, z. B. 1:' xz = Txz (x,y ,z). Damit sind 15 unbekannte 
Funltti onen in E, Q:' und lt enthalten. 
Die Lö.&u.ngsstrategie über Verschiebungen· .als H~u~·tunbekannte 

erfordert in Gl. (1) das Ersetzen der Dehnungen µnd Spannun­
gen durch drei Versohiebungefunk~ioneo vx(x,y,z), v

1
(x,y,z) 

und vz(x,y,z), so daß T(()l') e.Qtsteht. . . 
Im Falle des ßtatißohen Gleichgewichtes wirq 7T(1l') minimal, 
d. h. die erste Variation von 1Tverechwindet; 

cf7T(uJ =Cl (2) 

Die unbekannten Verschiebungen vx, v1, vz sind jedoch für un­
endlich viele Punkte des GebietesSd gUltig und bilden damit 
ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Die Berech­
nung der Verschiebungen für beliebig gestaltete Bauteile mit 
beliebiger Belastung ist daher analytiso.b nicht geschlossen 
lösbar. 
Ein Ausweg besteht in der Formulierung einer Näherungslösung 
für ausgewählte Raumpunkte ("Knot~n"). 
Damit redu~iert sioh die Ailfgabe auf die Berechnung·diakreter 
Verschiebungsgrößen an diesen Knoten, d. h. dann ist nur noch 
eine endliche Anzahl von Fl'eiheitsgraden zu ermitteln und die 
Aufgabe wird auch für komplizierte Strukturen lösbar. 
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0 

0 

Bild 2s Festlegung von Knoten für eine räumliche Struktur 

(Ubrigens ist diese "Knotenstrategie" nicht nur für Varia• 
tionsnäherungen brauchbar, son4ern auch für differentielle 
Näherungen - siehe Differenzenverfahren). 

Bei der Methode der finiten Elemente auf der Basis von Ver­
schiebungs-Unbekannten. wird das Gebiet 52, in geametrisch ein­
facne Elemente zerlegt, die nur an den Knotenpunkten mitein­
ander verbunden sind. Je Element wird ein Versohiebungsansatz 
verwendet, der die kontinuierlichen Verschiebungen Ye = 
(vx(x,y,z), vy(x,y,z), vz.(x,y,z)) des Elementes durch diskre­
te unbekannte K.notenversohiebungsgrö.ßen Y.e ersetzt. 

Somit geht JT('l:) in T(( IJ) über1 und die Lösungsbedingung (2) 
für das statische Gleichgewicht wird ~u einem System par­
tieller Ableitungen modifiziert: 

og~yJ = a· j (3) 

Erst mit Gl. (3) wird das algebraische Gleichungssystem ei• 
ner Pimens1on n zur Berechnung von.n unb~kannten Kootenver­
schiebungswerten ~ bereitgestellt. 
Im räumlichen Fall sind je Knotenpunkt 1 maximal.6 Frei­
heitsgrade in Form von 3 Verschiebungen und 3 Verdrehungen 
möglich& 

11.:T= (v„ ... , Vy· V f f"' f ) ~ • ..... „ t 1 :;:,i1 Xi, ri1 ii . 
siehe Bild 3. 
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finites 
Element 

8 

X 

Bild J; Diskrete Verschiebungsgrö.ßen u1 am Knoten i eines 
finiten Elenentes · -

Je Elemen·t wird somit ein Elementknotenversohiebungsvelttor Ye 
gebildet: 

mit m ; Anzahl der Knoten des.Elementes 

2. 2, :Pas .Gleiohun5sszstem für ea=n finite,s Element 

Analog zur Gesamtstruktur enteteht ~e Element ein Elementpo­
tential: 

TTe = 1 ff:; B"'e d Ve - / ·!!{ fve d Ve -f 'der f,.,. dAe (IJ.) 

, Ve Ve Ae 
Das statische Gleiohgewicht ist natµrlich auoh ~e· Element zu 
erfüllen. Das führt im Unterschied zu Gl, (3) auf die modifi­
zierte Löeungsbedingung: 

~Tre ( :Ue) = (J 

a Y.e -
(5) 

Gl. (5) liefert je Element ein relativ kleines Gleichungs­
system. 
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Zunächst sind die Dehnungen in (~) durch kontinuierliche Ver­
schiebungen 1te zu ersetzen: 

~ e = D 1!e - ~ oe (6) 

mit D Cauchyscher Matrix - ~ifferentialoperator 

Eoe Vektor der Anfangsverzerrungen 

(Der Einfluß von Dehnungen infolge Tempexatu.r wird in dieser 
Herleitung nicht behandelt) 
Weiterhin werden die Spannungen durch Verschiebungen ersetzt: 

(?) 

mit ~ Hookesche Matrix 

Damit ist 17; nu.r noch von J!ß abhängig: 

1T., = 1 f (] lte - f oe) r J;J. { D lte -~oe) d V,, -/'f<r fy. dV., -! J!eT fAe dAe 
Ve Ve Ae (8) 

Eoet fve und !Ae werdet) hier als bekannte Größen vorausgeeetzt, 

Die Uberfü.hrung der kontinuierlichen Verschiebungen in dis­
krete KnotenverschiebungsgröBen erfolgt m~t Hilfe eines Ver­
pohieb;wl:ßSansatz~s: 

mi·t A 

Se 

!!e = A ae 
Ansatzmatrix 

(9) 

Vektor der Element-Freiwerte (enthält soviel Frei­
werte ~ , wie das Element Freiheitsgrade hat) 

T 
a e = ( a1 ' a 2 ' a 3 • • • a f ) 

Werden in A ~ie Knotenkoordinaten eingesetzt, so entsteht aus 
Jlä der Vektor Ye der unbekannten diskreten Xnotenverschie­
oungen 1und A geht in eine Knoten-Ansatzmatrix l überi 

(10) 
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Mit !e = !-4 • y8 folgt damit aus (9): 

(11) 

(12) 

mit ~: For111funlctionsmatrix (Ma ·crix der Ansatzfunktionen): 
~ = A !\"1 • Gl. (12) repräsentiert den eigentlichen Verschie­
bungaansatz. 
Die kontinuierlichen Verschiebungen im Element werden mit 
Gl. (12) auf di slcrete Knotenverschiebungen des Elementes zu­
rüclcgefü.b.r t. Daraus folgt aoalog zu (6) Ulld (?) s 

(13) 

u.nd 

(14) 

Das Elementpotential lautet jetzt; 

Tr ( M e) = f: f ( "/) <7t 1d e - § o e) r 1-f ( ~ f3. 1& e - ~ oe) d Ve 

bzw. 

mit~ 

te 

~ 

-/ ~T ~ f_ve dVe J T T 
- g Y.e be c/Ae 

Ae 

(15) 

\'c. 

Elementsteifigkeitsmatrix 

Elementkraftvektor ( f oe infolge Anf angsverzer­
rung ~oe 

infolge Volumebkräfte f Ve -
infolge Oberfl~ nenkräfte 
fAe ) . -



11 

Damit entsteht 

(1?) 

Die Lösun~sbedingung (5) für das statische Gleichgewicht lie­
fert das Element-Gleichungssystem zur Berech~ung der unbekann­
ten Verschiebungen 'lie : 

~.=f. 1 
(18) 

Die quadxatische Koeffizientenmatrix .2e ist fü~ Elastizitäts­
probl$me stets symmetrisch (Satz von Maxwell-Betti). 

~· ;. Einfacpe Bei spiele 

.2 .... 3~•-.1;..;::•~~~.......,.~~.........,~.....,..~~T-=-~ (ebener Spannungszustand, 

y 

Bild 4: Dreieckelement in der Ebene 

Vy· 
l 

Für das Element sind 6 Freiheitsgrade vorgegeben, also müs­
sen die kontinuierlichen V-ersohiebunge.n vx(x,y) und v1 (x,y) 
im Innern des Elementes durch 6 Freiwerte abgebildet werden: 

vx(x,y) = a1 + a 2x -t- a 3y 

vy(x,y) 
(19) 

= a4 + a5x + a6y 

bzw. in Matrix-Schreibweise: 
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::) = 1: 
X y 0 0 0 

T 
• (a1 ,a2' •• oa6) (20) 

0 0 1 X y 

Ly--1 ~ 
L 

'Y 
) 

1te A !e 

Weil vx und v linear von x und y abhängen, bezeichnet man 
(19) bzw. (20) als linearen Verschiebunasansatz. 
Der Versohiebungsansatz, angewendet auf jeden Kuoten, liefert 
die diskreten Elementknotenverschiebungen ~e : 

Vxi 1 X· t Yi 0 0 0 a1 

Vyi 0 0 0 1 x· ? Y-t a2. 
---- --------------

Vx· 1 X· Y.i 0 0 0 a3 
J ::: J • 

Vyj 0 0 0 1 X· Y/ o.~ 
(21) 

J --- ---- ----------
Vxl( 1 xi<. YK 0 0 0 05 

VyK 0 0 0 1 X"' YK a6 

1,.-..,;-1 ~ 
IJ.e K a e 

Zu+' Berechnung von~ ist die Invertierung von l erforderlich, 
siehe .Gl, (11), g i$t dann ebenso wie A eine (2x6)-Matrix. 
Im .~benen Span~ungszustand sind folgende Verschiebungs-Ver­
zerrungsbez~ehungen (Oauchz-Gleiohun5ep) gültig: 

- ~ - E. {!'- dVx ~ lf 
i Er - '1y oy ; oxr = dY + 8x - oo.xy (22) 

bzw. in Matrix-Schreibwei~e: 

Ex 
_Q_ 0 Eox ax 

.Q_ Vx 
Ey = 0 „ Eoy ar Vy (2.3) 
fXy d ffx foxy 

fy 
""--v--' 

'---.r-' D '!!e 
,__,_ 

~e ~ce 
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(Die beim ebenen Spann'Ullgszust8Jld noch auftretende Dehnung 
E!= i:f::r<Ex+cy) ist hier o.b.ne Interesse.) 

Die Hookesche Matrix für den ebenen Spannungszustand und iso­
tropes elastisches Material lautet: 

Dx 1 V- 0 Ex 

G"'y· E V- 1 0 Ey (24) = · 1- ;,.i • 
1- V- fxy ........ 0 0 lxy -r-

--.,..-...., 1 ... „ 

~e tJ ~e 
Die Elem~nt~~!j.fi~k~itsmatrix besitzt folgende Forma 

Ce = h I { D ~{1;i ( JJ ~ ) cl Li e 
Lle 

(25) 

mit ll : Dicke des Elementes und L'.1
8 

: Dre;Leckflw lle 

.2a ist eine (6x6)-Matrix. Bild 5 zeigt das Falksche Schema 
zu den notwendigen Matrizenmultiplikationen. 

FFR 11 J e; (lx6) 

rn . J)~ (3x6) 

1J (3xl) 

und 

' ~ • 1 

Bild 5: Scbematisobe Darstellung der MatrizenprQdukte in 
Gl. (25) 

,2e enthält immer genau so viel Zeilen und Spalten, wie das 
Element Freiheitsgrade besitzt. 

Das Element-Gleiohung$s1stem ist in Bild 6 dargestellt. 
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~e fe 
X y X ·v f)< ry ~ ,_......._, 

Vxi f><i 

_v:t.i_ JJ:i_ 

• Vx· J - f x; 
Vri fyi -- - ---symm. 
Vxt fx, 
v~t f y'-

Bild 6: Das Element-Gleichungssystem 

Je Knotenpunkt entstehen hier in .2e 2 Zeilen un~ 2 Spalten, 
weil jeder Knoten 2 Freiheitsgrade besitzt. 

Fs3•"'· p,re~e.ck§lemeat mi ~ 6 Knoten (ebener Spapnungszustand, 
2 'Fre1Iieitsgraae ae Khoten) 

y 

X 

Bild ?1 Dreieokelement mit Seitenmittenknoten 

Die zwölf geforderten Freiheitsgrade führen auf' einen guadra~ 
tiecheg Verschiebungsansatzs 

a.1 
q2. 

Vx 1 X y J. l 
0 0 0 0 0 0 a3 

X y X'j 
• (26) - 1 xJ. 'JJ. ' V~ 0 0 0 0 0 0 X j Xj • 

' 
0.11 
' 
a12. 
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Die Matr.izen ;Q, und ä bleiben gegenüber 2,3,1. unverändert. Da­
mit entsteht eine (12x12)-Matr1x . .2e • 
Die mit diesem Element gege.nü'ber 2.3.1. erzielbare höhere Ge­
nauigkeit erfordert einen erhöhten Berechnungsaufwa.nd. 

~.3.3, Balkea in der Ebe~e (2 Knoten, 3 Freiheitagrade je 
Kno"6en) 

Bild Bi Balk~n mit ElementkoordiAatensystem x-y-i 
Im Vergleich zu den bisb.ex aufgeführten Beispielen ergeben sich 
einige Untersohiedei 

a) Für den Balken genügen offensiobtlich 2 Freiheitsgrade je 

Knoten nicht, um an den Knotenpunkten Biegung zu übertra­
gen. Dafür ist zusätzlich je Knotenpunkt ein Moment erfor­
derlich, bzw. die Bereitstellung eines Drehfreiheitsgr~des 
Yz um die z-Achse. 

b) Weiterhin ist hier die EinfÜhr~ng eines Elementkoordiß~ten­
syatems (EKS) zweckmäßig. Ein EKS ist immer dann von Vorteil; 
wenn die Matrix Q9 in diesem System einfacher zu formulie­
ren ist als im globalen Strukturkoordinatensystem (SKS)o 
In den vorherigen Beispielen wurde auf das EKS verzichtet. 
Siehe auch Abschnitt 2.4.4. 

c) Ein Verschiebungsansatz ist für den statiscß belasteten Bal­
ken nicht unbedingt erforderlich, weil hier die Matrix 
.2e direkt (und exakt) aus Formänderungsb~tracntungen,der 
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Biege-Differentialgleichung oder aus dem Satz von Castigliano 
hergeleitet werden kann. 
Entsprechend den 6 Freiheitsgraden des Elementes entsteht eine 
(6x6)-Matrix .2e s 

_ Vxi. _ _ v~i _ _ _ fz1.:.- V><j v'li fzJ ------ ·------
EA 
T & 

1J. cI'lc 
.e' 

- ~A 0- & 

6EI„ 
_eL 

mit A : Querschnittsfläche 

a-
12.Eiz 

.es 
_ 6 EI.., 

,1,~ · 

6fJ~ 
(27) 

Ö" 

- 6fl'Zt 
'f ~ I-z; alles im 

-l EKS 

E ; Elastizitätsmodul, Iz : Flächenträgheitsmoment um i , 
l : Länge des Balkens, Jx, 71 Kräfte im EKS, lz Moment im 

EKS -
Gl. (2?) beinhaltet keinen Querk;taftschub. Es handelt sich da­
mit um einen "Bernoulli-Balken"• 
ZU.t' Herleitung von (2?) ist auch ein Verscbiebungsansatz mög­
liohi 

V:e ( x) = ( Vx (X) l ::t ~ ( x) . u e 
- Vl (X) - -

{28) 

Die Matrix i und die kontinuier11ohe Verschiebung ve sind hier 
nur noch von der Koordinate x in Richtung der Balkenlängsachse 
abhängig, Für g gilt: 

1-f 0 0 
g=--- ------ ------

0 1-3(fY+i(f)3 x[1- f -r(fJiJ 

0 0 
-- --- - --------~-

o 3(f}4-2(f)3 x[-1 T{j)l] 

(2.9) 

Die erste Zeile in g beschl'eibt die Längenänderung vx 1P Ab.­
h~gigkeit von den diskl!eten Knotenversobiebungen iP 



1? 

x-Ri eh tung :. 

(30) 

Die zweite Zeile für die Durohbi~gung v
1

(x) folgt aus der sta­
tischen Biegelinie, wenn ~ls Bandbedinsungen die Verschiebun­
gen v11 , vYj sowie die Verdrehungen fz1 , ·fzj an den .Knoten 
1 und j zur Bestimmung der Integrationskonstanten verwendet 
werden. 

Die in G enthaltenen Terme sind Ansatzfunktionen~ die .als 
!l!rmite-l?ol:nome interpretiert werden können /8/' /9/. 

Einsetzen von (29) in den Term Ce von (16) bzw, in die modi­
fizierte Form speziell für den Balken 

R, 

Ce= A ./ (D §)TH (JH;) dx 01) 
0 

liefert genau die in (27) gezeigte exakte Matrix ,2e • 

Im Unterschied zur Statik kann beim schwingenden Balken die 
erforderliche Elementmassenmatrix .nur näherungsweise formu­
liert werden, siehe Abschnitt 3.1, 

2,~4y. Das gro.ß,e G±eichupsssistem ;h\U' die St.ruktur 

2,4, 1 t Fo,rmale, H~rle:I. tung 

Das Gesamtpotential Tr entsteht aJ:s Summe aus allen Element­
potentialen: 

(32) 

mit ne 1 .Anzahl der Elemente 

Dabei erfolgt die Oberlagerung der Potentiale nur an den Kno­
tenpunkten. 
Durch die Oberlagerung entsteht: 
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(33) 

Stl'Uktur-Knote,nverschiebungsvektor (für sämtliche 
Knotenfreiheitßgrade) in Richtungen des Sti'\ik­

turkoordinatensystems 

Q Struktursteifigkeitsmatrix 

f Strukturkraftvektor -
Die Lösungsbedingung (3) für statisches G1eiohgewicht ·führt mit 
(33) auf das große Gleichungssystem 

(34) 

.Q ist jetz·b eine symmetrische Bandmatrix. 

g.4.2 •• Pf~lttiache RealisierUJ:lfi des Strukturgleiobungsqstems 

Die Einordnung der Elementsteifigke.it smatrizen ~ in die gro„ 
.Be Matrix .Q erfolgt zweckmäßig in Form von °Knotenblock-Un­
termatrizen". 

Jede Elementsteifigkeitsmatr1x läßt ~ich in derartige knote.n­
bezogene Matrizen g1~ aufteilen, indem die Freiheitsgrade ~e­
des Knoten als Block behandelt werden. 

In Bild 9 sind einige Beispiele dargestellt. 

Die Symmetrie der Matrix ,2e ist dadurch charakterisiert, daß 
in der li~ken unteren Matrixhälfte transponierte Untermatrize~ 
stehen. Allein die Freiheitegradanzahl des jeweil~gen K.potens 
bestimmt die Pimension der Untermatrizen .2ij • Mit den im Bild 
9 angeführten Untermatl!izen handelt es sich demnach um die fi­
niten Elemente der Abschnitte 2.3.3. und 2.3.1. 
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z, B, mit 

eil< rn ~j/f, z. B. mit <;:i/ = ~ 
~KI< 

Bild 9: Beispiele für die Aufteilung der Matrix 52e in Unter­
matrizen .2ij 

Die gezeigte Aufteilung in Matrizen .2i;j bleibt auch erhalten, 
wenn es sich um Balken und Dreiecke im 4re1d1mensionalen Raum 
handelt, Derartige finite Elemerite mit 6 Freiheitsgraden je 
Knoten werden in GITRA3 verwendet, Dafür Aat jede Untermatrix 

. ' 

die in Bild 10 dargestellte (6x6)-Form infolge Q.er 6 Freiheits-
grade vx, vy, vz, fx• fy• f z ;}e Knoten. 

Vx V~ Vz fx fy f z 
V,x 

1---1---+--+--t--+--I 

1--4--+---l--t--t-t v't 
Vz 

t---t-t--t--t-"'i--1 f X 

"f y 
1---1--t--t--t--t--1 ,____._....,. ___ f z 

Bild 10: Knotenblock-Untermatrix der finiten Elemente in 
. GIT.RA.3 

Daraus folgt sofort·,, daß der Balken im Raum eine (12x12)-
Ma tr1x g8 besitzt und das ebene 3-Knoten-Dre~eok im Raum eine 
(18x18)-Matrix. 
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Die jeweils symmetrischen Untermatrizen ~j liefern den Zusam­
menhang zwischen den Kraftgrößen f 1 am Knoten 1 und den durch 
sie am Knoten j hervorgerufenen VerschiebUllgßgrößen ~j • 
Im FEM-Programm werden die Knotenblock-Untermatrizen jeder Ma­
trix ~ entsprechend ihrer i-j-Indizierung in die Strukturstei­
figkeitsmatrix ~ ·eingeordnet. Dabei we~den die Einzelwerte der 
Untermatrizen auf schon vorhandene Werte bereits .einsortierter 
Untermatrizen addiert. Eine derartige Uberlagerung kann natür­
lich nur stattfinden, wenn verschiedene Elemente gleiche Knoten 
besitzen, d. h. wenn es sich .um Koppelknoten handelt. 
Bild 11 zeigt ein Beispiel für den Aufbau einer Stru.kturstei­
figkeit smatrix g • 

.f 

Ce =­- i 

2 

1 

/f3'1 ' 6 2. 

1 3 

3 __.._ " 

0 0 0 
0 0 [J 

0 0 D 

0 c c 

1 2. 6 
V V V 
V V V 
V V V 

0 
a 
c 'I 
0 6 s 

c = 6 

7 

1 / 8 
4 
6 

nk 

1 
Qr 

V 

0 

0 

~ 

Topologie : Element knoi~n 

1 I{ 5 

l. 1 f 3 6 

3 6 1 .l 

~ 
:Bandbreite -- . 

J. 3 'I s ' 7 8 . . . . nk 

V 0 0 tt] --.., -
'V 'V ' ' 

0 c:l 0 1 L-.., -
0 '{:? ' Cl 1 

L--1-

' ' # . . . -
" 0 0 ~ 

• • . . -
. • . . 
• • . 

symm. . 
• . 

• 
, • 

. . . . 

Bild 11: Belegung der Matrix ~für die ersten 3 Elemente einer 
Struktur mit nk Knoten 
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Die "Regieanweisung" für das Programm zum Einsortieren der 
Element-Untermatrizen Q1~ in die große Matrix Q ist also die 
vom Programm-Nutzer vorgegebene Topolosie (Zuordnung der Kno­
ten zu den Elementen), 

214,J, Bandb~eite, Bandweite und Profil der St1'U!tursteifis­
lt.!~ t sma trix 

Im Unterschied zur vollbesetzten. Matrix C des Ritz-Verfahrens . - - „ 
/?/ entsteht bei finiten Elementen immer eine Bandma~rix mit 
einer 

Bandbreite bb 

(maximale Knotenpunktdifferenz in der gesamten Struktur), 
Diese Bandmatrix ist infolge der Q9 -Symmetr1e bei Elastizi­
tätsproblemen stets symmetrisch. Die beiden Eigenschaften 
Symmetrie und Bandstr.uktur sind sehr gut zur Senkung der 
Speicheranforderung und Rechenzeit von FEM-Programmen nutz­
bar, Die Bandbreite ist die maximal vo~kommende Anzahl von 
Knotenblock-Untermatrizen auf einer Knotenblock-Zeile de~ 
M~trix Q (oµne Hauptdiagonalblock)o 
Die gesamte Matrix .Q besteht eigentlich aus nk2 Untermatrizen 
(nks .Anzahl der Knoten). Für die Lösung des großen Gleichungs­
systems (34) müssen jedoch nur die im Band liegenden Unter­
matrizen berüoksicht igt werden t deren Anzahl nk • . (bb + 1) 
ist, (Die im Bild 11 eingezeichnete Bandbreite gilt nur für 
die ersten 3 Elemente, bb kann für nachfolgende Elemente noch 
größer werden). 
Im Unterschied zur Bandbreite wird als 

Bandweite bw 

die maximal vorkommende Anzahl von Matrix-Einzelwerten in 
einer einzelnen Zeile der Matrix C bezeichnets 

·. -
bw = n1 • (bb + 1) (35) 

mit n1i Anzahl der ~reiheitsgrade eines Knotens. 

D.1e Matrix C besteht eigentlich aus n2 Einzelwerten (mit lH 

Anzahl der Freiheitegrade der gesamten Struktur). In;folge 
Symmetrie und Bandstruktur sind aber maximal nur n • bw Werte 
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zur Lösung des Gleichungssystems zu verarbeiten. 
Zur Lösung des großen Gleichungssystems (34) sind näherungs­
we:t. se 

1 b J. 1<~2. n · w (36) 

arithmetische Operationen erforderlicb,-d. h. die Bandweite 
beeinflußt quadratisch die Rechenzeit, während die Anzahl der 
Knoten (bzw. der Freiheitsgrade) nur linear eingebt und die 
der Elemente sogar . ohne Einfluß i~t. 
Die Bandbreite bzw. die Bandweite ist niw von der Knoten-Nume­
rierung der Struktur abhängig, d, h, die Rechenzeit wird maß­
geblich von der vorgegebenen Numerierung beeinflußt, Bild 12 
zeigt ein Beispiel für eine Struktur, die lediglich in ihrer 
Knoten-Numerierung variiert wurde, 

1 

2.. 

3 
t 
5 

1 „ 
"' 
„ -

). „ 
'i 
V' 

)l 
-

bb 
~ 

3 f 5' 6 'f „ 
- -

Y7 i 
\1 V 1 

1 

V' '?& 
>-· ' t 

1 

l 

3 

9 

5 

1 

• 
A. 

A. 
1--

bb 
2. 3 „ „ 

\?6 V.. 
~ 'i 

" V 

9 5' 6 r 

V 

V' 

" ' 1 

Bild 12: Veränderung der Matrix O infolge veränderter Knoten­
Numerierung 

Für dieses Beispiel gilts a) bb = .3 ·• 
b) bb = 2 ' 

bw = 8 , bw2 = 64-
bw = 6 , bw2 = 36 

Die Berechnung beider Strukturen führt auf identische Verfor­
mungsergebni sse, aber für die Struktur a) wird beim Lösen des 
Gleichungssystems fast die doppelte Rechenzeit gegenUber b) 
benötigt, 
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Das Phäno~en der .Rechenzeitbeeinflussung durch die Knoten-Nu­
mierung hat bereits vor Jahren eine breite theoretische Ent­
wicklung ausgelöst, für die zwei Hauptricht\Ulgen erkennbar 
sind. Die eine Richtung basiert auf Gaußschen Eliminations­
verfa~en zur Lösung des Gleichungssystems, dessen Bandbreite 
zuvor ditrch ein Zusatzprogramm automatisch optimiert wird. 
Die andere Richtllllg wird durch das, von Irons begründete Front­
lösungsverfabren /10/ (frontal solution method) repräsentiert, 
bei dem die Optimierung der Bandbreite entfällt. Dieses Ver­
fahren bereitet jedoch bei der Lösung von Gleichungssystemen 
mit mehreren rechten Seiten (d. h. mehrere Lastfälle, Sl.\kzes­
sive Lasterhöhung oder simultane Eigenwertberechnung) größere 
Schwierigkeiten. In vielen FEM-Programmen wird deshalb das 
Gau.ßsche Verfahren in Verbindung mit leistungsf~igen Al­
gorithmen zur Bandbreitenoptimie~ung bevorzugt. Besonders ef­
fektiv ist das nur für symmetrische Matrizen geeignete Cholea­
k:y-Verfah.ren /11/, /12/, das eine Variante des Gau.Bsohen Ver­
fahrene darstellt. 

Als Opt:lmierung$algor 1 thmen für die BandbJ:>ei te haben sich 
graphentheoretisch begründete Verfahren durchgesetzt, insbe­
sondere der Algorithmus naoh CUthill/McKee /13/ und dessen 
Modifikationen /14/, /15/, /16/. 

Bei näherer Betrachtung der Bandmatrix .Q fällt auf, daß inner­
halb des Bandes zahlreiche Untermatrizen nicht belegt sind. . 
Die Belegung der ·Matrix kann versc4ieden interpretiert werden, 
z. B. in Fo:rnn "horizontaler IUüfte", Bild 13. 

Infolge dieser Interpretation entsteht das 

Zeilenarofil der Bandmatrix. 

Dieses Profil ist die Summe aller mit Werten beleg:te.n U.pter­
matrizen, wobei je Kn.otenzeile auch nicht belegte Untermatri­
zen mitgezählt werden, die links von der am weitesten reoh t s 
stehenden Untermatrix angeordnet sind. Nicht mitgezählt wer­
den hier die Hauptdiagonal-Untermatrizen. 
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bb 

symm. 

Bild 13: Matrix C mit Hauptdiagonalblöckeu (1) und Zeilen­
profil !2) 

Auch hier existieren bereits Algorithmen zur Lösung des Glei­
chungssystems, die nur das Profil der Matrix zur Berechnung 
verwenden und somit zum Teil erheblich Rechenzeit ein$I>aren. 
Weiterhin kann auch das Profil autpmatisoh optimiert werden, 
zumeist in Verbindung mit der Bandbreite. 
Für eine geringe Rechenzeit sind deshalb profilberücksichti­
gende Algorithmen ~ur Lösung de~ Gleichungssystems unter Vor­
schaltung eines Programms zur automatischen Bandbveiten- und 
Profilminimierung am effektivsten, Derartige .Algorithmen wer­
den in GITRA3 genutzt, indem ein modifiziertes Cholesky-Ver­
fahren /17/ u~d ei~e Bandbreiten- .und Profilminimierung nach 
Gibbs, Poole und Stookmeyer /16/ verwendet wird. Im Unterschied 
zum herkömmlichen Cholesky~Verfahren elrfolgt in GITRA3 eine · 
''Rückwärtsn-Dreieckzerlegun~, danp Rückw~tseinsetzen und ab­
schließend Vorwärtseinsetzen. Damit bleiben die ho~izontalen 
Klüfte dee Profils 'während der Dreieckzerleß~ng erhalten. 

Bei diesem Algorithmus ist ·nich.t die Bandbreite bzw. Bandweite 
für die Rechenzeit entscheidend, sondern die Größe de·s :Pro­
fils. 



25 

2.4,4. Koordinatentransformation vom EKS ins SKS 

Wird die Elementsteifigkeitsmatrix ~ in einem Elementkoordi­
natensystem (EKS) beschrieben, das picht J>!irallel zum Struk­
turkoordinatensystem (SKS) liegt, so ist vor der Einordnung 
der K.notenblock-Untermatrizt.'n .Qij in die Matrix .Q eine Koordi-
natentransformation erforderlich, · 
Die beim gro.ßen Gleichungssystem zu berechnenden Versch:iß bung s­
größen Jl beziehen sich generell auf das SKS, Die Verschiebungs­
ansätze in einem gedrehten EKS liefern aber Verscbiebungsgrö­
ßen Ye , die Komponenten ~e bezüglich des SKS bilden, Der 
Zusammenhang zwischen diesen Grö.ßen wird durch eine ''lil}ement­
Koordina ten tr.an sforma ti on sma trix" le geliefert: 

(37) 

Auch für die Kr~fte entstehen Komponenten: 

frv=T ·f _e _ e. _e (38) 

Das im Abschnitt 2.2. hergeleitete Gleichungssystem (18) für 
ein finites Element kann nun präziser fü~ das EKS formuliert 
werdens 

1 

(39) 

Um VerschiebungskompQnenten y8 im SKS zu erhalten, sind die 
Beziehungen (3?) und (38) in (39) einzusetzen. Die quadrati­
so.b.e Matrix~ ist hier eine Ort.b.05onalmatri:x:, d. h. es gilt 

T, -1 _ T. T 
-e - _e (40) 

Unter Berücksichtigung dieser Eigenschaft wird aus (39): 

(41) 

Vor dem Einsortieren der Untermatrizen Qij in die Matrix .Q ist 
also bei nichtparallelen EKS und SKS die ~ransformation 
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(42) 

auszuführen. Auen diese Transformation wird bezüglioh der Krlo­
tenblock~Untermatrizen praktisch realisiert, d. h. 

;'V 

mit Qij Untermatrix im EKS, ik Knoten-Koordinatentransforma-
tionsmatrix. 

Die Matrix !it ist grundsätzlich von gleicher Dimen.sion wie 

Qij 0 

Ik besteht aus einer oder mehreren gleichen (3x3)-Matrizen ~' 
die jeweils 9 Ricbtungscosinus-Werte R1 bis R9 enthalten: 

t-( ;~ ;~ :) (ll4) 

mit R1 = cos (xi) R2 = oos (:xY) R3 = cos (xi) 
R-4 = cos (y'X) R.5 = cos (YY°) R6 = cos (yi) (45) 
R? = cos (zx) RB = cos (zY) R9 = cos (zi) 

Die Werte R1 bis R9 hängen nur von der Lage des f1niten Ele­
mentes im SK~ ab. In (45) bedeutet z. B. cos (~: Komponente 
der Elementachse y bezüglich der Strukturachse x • 
Die Matrizen ! sind in ~lt und·~ stets als Hauptdiagonal-Uoter-
ma tr izen a.oge ordnet • · · 

»~,ispiele 

a) Balken io der Ebene (Abschnitt 2.3.3., Bild 8) 
Der Balken ist um den Winkel t gegenüber dem SKB gedreht. 
z und i liegen parallel und zeigen in die gle:Lohe Richtung, 
also 

R9 = c o s (zi) = + 1 
Weiterhin gilts 

R1 = cos (Xi) = cos '( 
R2 = cos ·(xY') =-s:Ln r 

Rlf. = cos (yi) = sin t 
R5 = cos (yy) = cos }f 
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Die anderen Ricbtungscosinus-Werte sind Null, weil i und y 
keine Komponenten auf z und i keine. Anteile auf y und x 
liefern. Damit entsteht für den ebenen Balken; 

und 

T = - ( 

eo s r sin r 0 l 
- sin t oos t O 

0 0 1 
(46) 

Für diesen Balken gilt: 

!1t - T - -
l'.e = ( 

2 

(4?) 

!k 0 T 0 - - -= (48) 
Q. !k 0 T - -
mit 3 Knoten und 6 Freiheitsgraden je 
Knoten (GITRA3-Element; siehe Bild 14) 

X 

Bild 14: Dreieck mit beliebiger Lage im SKS 

Für eine beliebige Lage im Raum ist ! voll besetzt. Weil je 

Knoten eine (6x6)-Matrix ~j entsteht, gehört dazu eine !k­
Matrix gleicher Dimensions 

T = -k 

T 0 - -
0 T - -

(49) 

Zur (18x18)-Matrix ~entsteht dann die ebenso große · Ma­
trix ~ : _ 
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r Null 
T 

II< 0 0 
T (50) 

t = 0 I" 0 - T _e 

0 0 ~ Null T 
T 

Die 9 Richtungscoainus-Werte werden in GITRA3 automatisch 
aus den Raumkooxdinaten der Dreieck-Knoten 1, j und ·k be­
rechnet. 

Beim Viereck werden die Koordinaten der drei zuerst angegebe­
nen Knoten verwendet. 
Für Balken und Federn genügen jedocA die zwei Knotenpunkte 
nicht, um die Matrix~ vollständig zu besti111men. Deshalb ist 
hier ~usätzlich vom Progra111m-Nutzer der Winkel ALPHA anzuge­
geben, der die Drehung des EKS um die Elementachse x kenn­
zeichnet, siehe Anwendungsbeschreibung (Anlage). 

2~4·2· Berücksicbti6Ji!n~ fester und teilverschieblicher La5er 
. . 1 ' ) . 

Die bisher beschriebene Struktursteifigkeitsmatrix Q ist eine 
singuläre Matrix. 
Damit ist das Gleichungssystem (34) zunächst nicht lösbar. 
Das Gleichungssystem kann erst aufgelöst werden, wenn jegl~­
che Starrkörperbewegung. der Struktur bei Belaetung verhindert 
wird, 
Die Festlegung der Geometrie und !4a terialeigenschaften in den 
Elementsteifigkei tsma trizen ,2e fübrt falttisch zu einer "im 
schwerelosen Raum hängenden" Struktur. Wird Q.ie1:1e Struktu:r be­
lastet, so kann sie nur ohne Verformung ausweichen, d. h. sie 
kann nur mit Starrkörperbewegung reagieren. Die mathematische 
Konsequenz zu diesem phys1kalisahen Verhalten ist die Singu­
larität der Matrix c. Die vom ~utzer vorgegebenen Randbedin--gungen müssen mindest~ns die Starrkörperverschiebungen und 
-verdrehungen verhindern. Das geschieht durch Vorgabe von Fest­
la5ern und/oder teilverschieblicpen Lae;ern an den Knoten der 
finiten Elemente. Bei Festlagern sind alle 6 Freiheitsg~ade 
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verhindert, bei teilverschieblichen Lagern nur einzelne aus­
gewählte Freiheitsgrade. Zur Berücksichtigung de~ Lager sind 
zwei Wege üblich; 
a) Während des Progranmablaufes werden im großen Gleichungs­

system die entsprechende~ Zeilen und Spalten eliminiert. 
Es entsteht ein reduziertes Glei chungss;y;stem, dereri Zeilen 
und Spalten zum Teil neu numeriert sind. 

b) Auf das Hauptdiagonalelement ~es entsprechenden Freiheits­
grades wird ein willkü~licber großer Steifigkeitswel't ge­
setzt und i~ Kraftvektor wird eine Null angegeben. Dann 
entsteht bei der Lösung des Gleichungssystems für diesen 
Freiheitsgra~ näherungsweise eine Verformung gleich Null. 

In GI~RAJ werden die Festlage~ naoh Weg a) und die teilver­
schiebl:Lchen. Lager nach Weg b) verarbeitet. 

2J41 6. ymrechnuns beliebi5er Belastuns_auf Knotenbelastunsen 
im SKS 

Auch die -Belastung der f1'niten Elemente kann nur a.n Q.en Knoten 
erfolgeno Für Einzelkräfte und -momente sind demzufolge Kno­
ten an Lastangriffspunkten festzulegen. Vor der Berechnung muß 
die Belastung in Richtungen d~s Strukturkoordinatensystems 
vorliegen. Deshalb sind vom SKS abweichende Kräfte und Momente 
vor der Eingabe _in Komponenten bezüglich des SKS zu zerlegen. 

Weiterhin müssen Fläc-hen;.;. und Lini~nlasten in äg.,uiv~lente 
Knoteneinzelkräfte und -momente umgerechnet werden. Diese 
Einzelwerte sind so zu berechnen, daß die Verformung an den 
Knoten exakt der Verformung entspricht, die sich aus der Flä­
chen- oder Linienlast ergeben würde. 

Die Umrechnung der Flächen- und Linienlasten erfolgt bezüglich 
der belasteten fb!nten der finiten Elemente, Im Falle finiter 
Elemente mit 6 Freiheitsgraden je Knoten ergeben eich dann 
für jede Kante zwei feste Einspannungen, für die praktisch 
"Auflager" zu berechnen sind. Für räumliche Probleme ist da­
bei eine getrennte Betrachtung in den drei möglichen Ebenen 
vorteilhaft. Bild 15 zeigt für eine Ebene die notwendigen Be­
ziehungen. -Für die 6 unbekannten Auflagergrö.Ben dieser Ebene 
stehen nur 3 Gleichgewichtsbeziehungen zur Verfügung. Das 
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l?.voblem ist also Jtaon atat1soh unbestim~t und kann nur d\U'oh 
zusätzliche Formände·rungspetracntungen, z. B, mit Hilfe des 
Satzes von Castigliano, gelö~t werden. 

Element 

_...., : LA + L B = O' 

t : F.A + F:s - q f;: cJ 

A): MA - MB + Fai -fqf.
2
=="' 

Bild 15s Ersetzen einer Linienlast q durch K.notenkräf te und 
- momente 

Das Ergebnis für konstante Streoltenlast q über eine Kante der 
Länge 1 lautet: 

MA = MB = ~ ql2 

FA = FB 
1 

=~ ql (51) 

LA = LB = 0 

In Bild 16 sind einige Beispiele zu äquivalenten Knotenbela­
stungen dargestellt. 
Nur im Falle .. gleich langer Kanten heben sich die Knoteneinzel­
momente benachbarter Kanten gegenseitig auf, 

Auch Flächenlasten sind mittels Gleichgewichts- und For~än­
derungsbetrachtungen auf äquivalente Knoteneinzelbelastungen 
~u über:t'ühren, 
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Bild 16s Beispiele zu äquivalenten Kpotenbelastungen für 
Strukturen mit :Balken, Dreiecken und Vierecken 
unter konstante~ Streckenlast q 
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f•2o ~beitsweise eines FEM-Program~es für Verschiebun~en 

Vom Nutzer muß zuerst das Berechnungsmodell entsprechend 
Elementkatalog aufbereitet werden, 

~ann ergeben sich für statische Verschiebunßen folgende Pro­
grammschritte: 

1~ Pateneinsabe im D1a105s 
.Knotenkoordinaten im SKS, Topologie, Lagerungsbedingungen, 
Belastung an Knoten im SKS 

Mit der Topologie wird die Bandbreite und das Profil der 
Matrix O fixiert, Im Interesse minimaler Rechenzeit sollte - ' ' . 

der Aufbau der Matrix C automatisch mittels -
g. Bapdb!-~~ten~ und Profilminimierun~ 

optimiert werden. 
Das Ergebnis ist eine neue Topologie, die nur intern im 
Rechner verwendet wird, Danach folgt: 

J,s Aufbau aller . lqlement steifitäkei t,sma trizen .2e im EKS und 
'JXansformation der Matrizen ~ ins SKS 

lf:..t. Aut'ba11„ ,g.er Str;Hktursteif ±ikeitsmatrix g 
in Form von Knotenblook-Unte.rmatrizen .Qij der einz.elnen 
finiten Elemente 

2s Lösung des statischen ~leichunßsszstems (30) 
Eventuell für mehrere statische Laßtfälle (dann wird die 
relativ aufwendige Dreieckzerlegung nur einmal durchgeführt 
und für jeden weiteren Lastfall wieder verwendet). 

Im Ergebnis der statischen Berechnung liegen für jeden Knoten 
diskrete Verformungen (Verschiebungen und Verdrehungen) vor. 
Die Berechnung .von Sphnittreaktionen und Spannup5en kann erst 
danach erfolgen (postproceesing). 

Zur Berechnung d1namiscber Verformungen ist stetß eine Et5en­
wertberecnnuns erforde~lic~, die einen mehrfach höheren Auf­
wand gegenüber einer statischen Berechnung bedeutet, siehe 
Abschnitt 2.a. 
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Für die Eigenwertberec~nung sind folgende zusätzliche Programm­
schritte erforderlich: 

Zu 3o: Aufbau aller Elementmassenmatrizeti 
im EKS und deren Transformation ins SKS 

Zu 4.: Aufba~ einer Strukturmassenmatrix M 
analog zur Matrix C -

Zu 5.; k§§.'BDi ·des Eige9wertproblem§, 
siehe Abschnitt 2.a.2 • . 
Auch hier wird die Cholesky-Dreieckzerlegung einmal be­
nötigt. Dann w:Lrd das Eige.q:wertproblem U•+ia~*v gel& t. 
Jeder Iterationssohritt kann unter Umständen solange 
wie die Berechnung eines statisohen Lastfalles dauern 
- das ist vor allem von der .Anzahl der gewUnsohten 
Eigenfrequenzen abhängig - • 

Ergebnisse der dynamischen Berechnung sind die Eigen­
frequenzen und die zugehörigen Eigenschwingformen 
(d, h. no~mierte di~krete Verschiebungen und Verdrehun­
gen je Knoten). 

Nach Berechnung der Eigenwerte und -vektoren können er­
zwungene gedämpfte $chwingu.ngen rationell analysiert 
werden. 

2,6, Spa.nnun~sverteilun!en in Fl~chenelementep 

Die Spannungen werden bei Verschiebungs-FEM-Programmen nach­
träglich 'berechnet und gehören damit zum ''postprocessing". 
Während beim statisch belasteten Balken auch für die Spannungs­
berechnung theorett.sch die exakte,µ Werte ermittelbar sind, gibt 
es bei Flächenelementen gegenübe~ den genäherten Verschiebungs­
ergebnisaen eine zusätzliche Fehlerquote der Spannungen. Die 
Ul'sache ist die d1J.rekte · oder · indirekte Verwendung der oauchy­
schen Gle:f. chungen; Die Dehnungen und damit die Spannungen kön­
nen nur mit Hilfe partieller Ableitungen aus den diskreten 
Knotenverformungen berechnet werden. Daraus folgen Spannungs­
sprünge an den Knoten, die sogar als Fehlerindikator verwend­
bar sind, siehe Abschnitt 2.7. 



Die Spannungen sind den Dehnungen proportional, solange das 
Hookesche Gesetz gilt. Durch Einsetzen der Gl. (9) in (6) ent­
steht für die Dehnungen 

(52) 

oder 

(53) 

mit ! = ~ li : "Verzerrungsmatrix" 

Mit der Matrix I kann die Dehnungsverteilung und damit quali­
tativ auch die Spannungsverteilung je Element übersichtlich 
dargestellt werden. 

j 

§.ei~i,lf) 

a) Drei~ck mit 3 Knoten (Abschnitt 2.3.1.) 

(54) 

(55) 

Das Dehnungsfeld im Innern des Dreieckes ist hier unabhängig 
von den Koor~inaten x und ,y , d. h. es wird mit dem linearen 
Versohiebungsansatz eine konstante Dehnung . bzw. eine konstante 
Spannupg je Element erzeugt, siehe Bild 1?. 
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X 

Bild 17i Spannungsverteilung für Dreiecke mit 
a) linearem und b) quadratischem Versah~ bungsansatz 
in der x-y-Ebene 

„ 
b) Dreieck mit 6 Knoten (Abschnitt 2,3,2,) 

0 1 0 2x 0 y 0 0 0 0 0 0 
V - = 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2Y X 

0 0 1 0 2y X 0 1 0 2x 0 y 

(.56) 

§
0 

und damit ß;, hängen jetzt linear von x und y ab, ~rotz­
dem entstehen an den Knoten Sprünge LJ E. bzw, Ll o, Bild 1?, 
Auch höhe·rran gige Ansätze können,die Sprünge tlUr mildern. 

f•Z•,GenauJ.~ke~t der berechneten Lösupsen 

Die Methode der finiten Elemente liefert (wie jedes Nä.herungs­
verf ahren) Ergebnisse, die fehlerbehaftet sind. :Oiese V,!:tfah­
rensfehle;E sind mitunte1' wesentlich geringer als die Model-

µ . Zll · · 

lierungsfehler, die vom Nutzer zwangsläufig gemacht werden. „ • 
Derartige Fehler entstehen bei der Idealisierung des realen 
Bauteiles und ~einer Belastung in einem Berechnungsmodell, das 
wiederum nur aus den ZU1' Verfügung stehenden finiten Element~ 
typen aufgebaut werden kann. Mangelnde Kenntnisse und Erfah-
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rungen können sogar zu widersinniger Modellierung führen und 
damit zu völlig falschen Ergebnissen, die nichts mit den Ver­
fahrensfehlern der FEM zu tun haben. 

Nachfolgend werden FEM-Verfahrensfehler diskutiert. 

Pauschal gilt: Mit zunehmender An~ahl der Knoten konvergiert 
die Lösung der FEM gegen den exakten Wert. Die Erhöhung der 
Knotenanzahl kann auf zwei Wegen realisi~rt werden: 

a) Mehr Elemente verwenden, d. h. die Vernetzung des Gebietes 
verfeinern. Dieser Weg führt zur "h..-Konve:t'ge.pz "• 

b) Elemente mit Ansätzen höherer Ordnung verwenden: 
''p-Konvergenz "~ 

Beide Wege haben ihre spezifischen Grenzen. Der Grad der An­
satzfunktion kann nicht . beliebig erhöht werden, weil dann der 
Umfang der daraus folgenden Elementmatrizen lawinenartig an­
steigt. (Dieser Sachverhalt wird bereits beim Ubergapg zum 
quadratischen Versch.iebungsansatz im Abschnitt 2.3.2. deut­
lich.) 
Andererseits kann eine Struktur auch nicht mit einfachen Ele­
menten beliebig fein vernetzt werden, weil damit die Anzahl 
der Freiheitsgrade und somit die Größe des zu lösenden Glei• 
chungssystems ebenso wie bei p-Konvergenz die Speicherkapazi­
tät und Rechenzeit jedes Computers überfordert. Außerdem tre­
ten bei zu großer Knotenanzahl für ~eide Wege numerische In­
stabilitäten beim Lösen des Gleichungssystems auf. 

~inite Elemente mit Verschiebungsansätz~n führen gegenüber der 
exakten Lösung auf zu große Steifigkeit, d. h. es werden zu 
kleine Verformungen und Spannungen und zu große Eigenfrequen­
zen berechnet. 

Diese Aussage gilt jedocn n\U' für. das Gesamtgebtet. Für lokale 
Gebiete, insbesondere be.i Spannungskonzentration, kann das Ge­
genteil zutreffen! 
Begründet ist dieses Paradoxon durch die Tatsache, daß die 
FEM ein Gebiets~ertverfahren darstellt. Der Wert des elasti-, 
sehen Gesamtpotentials wir4 aus der Summe de; Elementpoten-
tiale gebildet, .wobei die Elementpotentiale jeweils größer 
oder kleiner als der exakte Wert sein können• Daraus folgt, 
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daß jede Vernetzung einer Struktur in finite Elemente ein 
speiifischeß und mathematisch nicht erfaßbares Konvergenz­
verhalten der lokalen Gebiete zur Folge hat. Pie Konvergenz 
kann vom Nutzer durch folgende Maßnahmen überprüft werden: 

a) Vergleich mit analytischen Lösungen 
b) Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 
c) Iterative Netzverfeinerung und Vergleich der Lösungen 

untereinander. 

Die Maßnahme a) setzt da·s Vorhandensein eines analytischen Be­
reohnungemodells voraus, das weitgehepd de~ JrliJM-Stru~tur ent­
sp~ioht. ~nsonsten iet der Vergleioh infolge eines zu gvoßen 
Modellierungsfehlers zwischen dem analytischen und numerischen 
(FEM) Berechnungsmodell unzulässig! 

Beim Vergleich mit experimentellen Ergebnissen ist wieder der 
Modellierungsfehler zu beachten und darüber hinaus der Ein­
fluß unvermeidbarer meßtechnischer Fehler. 

Die Maßnahme o) ist nur für lokale Gebiete zu empfehlen, weil 
ansonsten die Kapazität des Computers schnell erschöpft ist. 

Zur 'Unterstützung des Nutzers bei der Beurteilung lokaler Kon­
vergenz gibt es trotz der genannten Schwierigkeiten programm­
technische Hilfsmittel. Bei derartigen (indirekten) Verfa.b.ren 
wir~ der Effekt ausgenutzt, daß eine genaue Verformungs-Lö­
sung kontinuierlichere Verteilungen der inneren Kräfte und der 

·Spannungen liefert als .eine schlechtere Lösung. Als Bewertungs­
kriterien sind unter anderem möglich /18/1 Erfüllung der 
Gleichgewic~ tsb.edingu.rigen 1111 Element, Spannungsunterschiede 
am Rand, sowie Spannungsunte~schiede angrenzender Elemente je 
Knotenpunkt. Darüber hinaus können auch Dis~ontinuitäten von 
Energieverteilungen als Kriterium verwendet .werden /19/. 
Spannungsunterschiede an Knotenpunkten gelten als besonders 
bösartiges Fehlerkriterium und wurden bereits von Schnack 
/20/ für rotationssymmetrische Probleme zur Ermittlung oberer 
Fehlerschranken eingesetzt, 

D$r Fehler in den Spannun.gsverte1lungen wird generell durch 
lokale Mittelung geometrisch angrenzender Werte gesenkt. 
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In GITRA3 werden an jedem Knotenpw:ikt die Spannungen angren­
zender Flächenelemente zu einer Knoten-Spannung gemittelt, 
Außerdem werden relative Knoten-Spannungssprünge .6Q (in %) 
für jeden Knoten nach folgender Formel berechnet: 

mit 

AG'"vmax 
- i 

t16"1 = CfV (57) 

'16' vmax 
1 

max ges 

: Max. Sp~ung der Vergleichsspannung am 
Knoten i (in MPa) 

6v : 
max ges 

Größte gemittelte Knoten-Vergleichsspannung 
in der gesamten Struktur (in MPa) 

wobei als Vergleichsspannung die Spannung ov nach der Ge­
staltände.rungsenergiehypotbese benutzt wird (für die Spannun­
gen 6':x, Sy-, "t'x.y in der 3cy-Ebene des EKS) : 

(58) 

Die Verwendung einer Vergleiohsspannung (2kalare Spannungsgrö­
ße) erleichtert die Mittelung der Elementspannungen in den 
Knoten. 

Vom Anwender kann von vornherein eine geringe Fehlerquote er­
zielt werden, wenn die Vernetzung an die zu erwartende Span­
nungsverteilung in der Struktur angepaßt wird /21/, d, h. bei 
Spannungskonzentration muß feiner vernetzt werden als in Gebie­
ten mit gleichmäßiger Spannungsver~eilung. Weil die Spannungs­
verteilung nicht nur von der Geometrie der Struktur abhängt, 
müßte für jeden statischen Lastfall ~nd jede Eigen~chwingform 
eine optimale Vernetzung gesucht werden, wenn der Fehler ab­
solut minimal sein soll. 

Die in GITRA3 angegebenen re~ativen Spannungssprünge sind nui­
als Orientierun3shilfe für schlechte Vernetzungen zu werten, 
Der tatsächliche Fehler kann schon deshalb niedriger sein, weil 
die angegebenen Knotenspannungen gemittelte Werte darstellen, 
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2,8, Anwendun5 der FEM auf Schwinfillngs~robleme 

g.a,1. D~s Bewegu.nss-Differen'fialsleichungsszstem für unge-
. ' 

· däm:Rf te Sohwin5ungen 

Der Ausgangspunkt für dyn.amische Berechnungen ist das Hamil­
tonsche Prinzip: 

tz. J L dt - stationär 

i„ 

mit der Lagrangeschen Funktion 
L=T-'TT 

und T : kinetische Energie, 7(: elastisches Potential, 
t : Zeit 

(59) 

(60) 

Wie bei der Behandlung statischer Probleme gilt ~l. (59) eben-
falls elementweise, d. h. für 1 Element gilt: 

mit 

t2 J L9 dt - stationär 
t1 

1e = Te - lfe 
Die ~1netische Energie eines Elementes lautet: 

(61) 

(62) 

Te = ~ J rr 1te T J(e dV (63) 
V 

mit ? : Dichte und ~(x,y,z)a kontinuierliches Geschwind:Lg-
kei t sfeld je Element und ( ) • = ~ Zeitableitung 

Gl, (63) stellt eine Erweiterung der bekannten skalaren Be­
ziehung 

T = ~ mw2 mit m = ~ , V 

für die kinetische Energie einer Masse m dar, die eine Ge­
schwindigkeit w besitzt. 

Analog zur Statik wird die kontinu1e~liche Geschwindigkeit 
Ye durch eine an den Knoten gültige Geschwindigkeit Ye er-
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setzt. Auch hier wird eine Formfunktionsmatrix verwendet: 

(6'+) 

,...... 
Die Matrix G muß nicht mit der Matrix G für den statischen - . -
Verschiebungsanaatz übereinstimmen, 

Mit C'Y ) wird C'!) zu: 

Dabei ist Me die Elementmassenmatrix 

[ tle =ff g/ ~ dV 1 

(65) 

(66) 

Einsetzen von (17) und C61f in (5~) liefert die Lagrangesche 
Funktion für ein Elementf 6

-

L _1 •T • 1 T T 
e ~ 2: 1l e M e bl e - T U e Ce U e + 1fe [e (67) . 

Zu jedem Variationsproblem gehört ein Satz ~"ulersoher Dif­
ferentialgleichungen, der das Problem völlig äquivalent be­
schreibt. 
:Oie zum Variationsproblem (59) bzw. (61) gehö~enden Euler­
schen Differentialgleichungen lauten: 

..4 (: aLe l _ CJLe. = 0- c6e) 
clt au e d ?Je. -

In der Mechanik bezeichnet man diese Gleichungen als Lagran­
ge sohe Bewegungsgleichungeµ 2. Art. 

Gl. (68) angewendet au! (67) führt auf das Bewegungs-Differen­
tialgleichungssystem für 1 Element: 

1 tle iJ. ~ \,;e !Je = [e 1 (69) 

mit iie i Knotenbeschleunigungsvektor des Elementes. Damit 
wird die Statik um ~rägheitskräfte Me Ye erweitert. 
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Für die Gesamtstruktur entsteht das große Bewegungs-Differen­
tialgleichungssystem 

Mg (tJ + c iJ ( tJ = f (t) (70) 

mit M Strukturmassenmatrix 
~„ 

und l! St ruktur-Kn ot e n be sch leun i gung sve ktor (Ln R ich tun gen 
des Strukturkoordinatensystems). 

g,,§.2. E!g§nwertberechaung für ungedäm~fte Sohwin~ungen 

FUr fl'eie Schwi11gungen (d. h. für gelaßerte Struktu:.cen ohne 
äußere Schwingungsanregung) wird (70) zu: 

M ü (t) + C u (tJ = O' - - -........ . - (71) 

Zur Ermittlung der daraus folgenden Eigenwerte genügt ein ein­
facher Lösungsansatz..,: 

y (i) ;:: ~ . cos w t (72) 
Dami'l; werden die (jetzt zeitabhängigen) unbekannten Knotenver­
schieburigen ~,(t) der schwingenden Struktur durch unbekannte 
zeitunabhängige !mElituden ~für jeden Freiheitsgrad und die 
zugehörige unbekanute Eigenkreisfrequenz w ersetzt. ,.\ = . w 2 

wird als ~i5enwe~t bezeichnet, ! ist der Ei5envektop, der die 
Eisenschwinsform der . Struktur bildet, Zu jedem Eigenwert ge­
hört eine Schwingform. In Bild 18 ist für ein~n Freiheitsgrad 
der Ansatz (72) dargestellt. 

t 

Bild 18: Knotenverschiebung v~ eines Punktes "1" als harmoni­
sche Zeitfunktion u1lt) mit Schwingqngsd.auer T 
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Aus (9.t) folgt: 

Ü ( t) = - W z. X Co s W t (?3) 

Einsetzen von (~t) und (7~) in (71) liefert: 

( c - wz. M ) X = ü (?4) 

' s 
mit § i charakteristische Matrix 
(?4) wird als allgemeines Matrizen-Eigenwertproblem bezeichnet 
(Eigenwertproblem des Matrizenpaares ~und M), 

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren stehen direkte 
und iterative Lösungsverfahren zur Ver:t'ügung. 

a) Dä;f,!!tte Eißenwertlösu.~5 
Das Gleichungssystem ( 1fl ) hat nur dann nwhttriviale Lösungen 
ungleich Null, wenn die Koeffizientendeterminante verschwin­
det: 

det S = 1 C - c./- M == (j (75) 

Auß (71) folgt mit A = w2 die "charakteristische Gleiohµng": 

Die Koeffizienten a 0 bis an entstehen durch Ausmultiplizieren 
der Determinante. Die Nullstellen Ak (k = 1 bis n) dieser 
Polynomgleichung sind die gesuonten Eigenwerte, Während bei 
Kontinuum-Strukturen theoretisch unendlich viele Eigenwerte 
existieren, kann es bei FEM-Strukturen nur ·soviel Eigenwerte n 
wie Freiheitsgrade geben, wobei aber d,ie höheren Eigenwerte 
sehr stark von der Struktu:i;iidea'lisierung abhängen und damit 
immer schlechter das tatsächliche Schwingungsverhalten reprä­
sentieren. 

Wenn die Nullstellen Ak durcb ein geeignetes Lösungsverfahren. 
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bekannt sind, wird jeder berechnete Eigenwert einzeln in Gl. 
(74) eingesetzt und dalllit die zugehörige Schwingform !51<. be­
rechnet. 
Infolge des Vektors Q aUf der rechten Seite in (?4) sind 
grundsätzlich nur normierte Wexite .für jeden Eigenvektor ~K 
ermittelbar. 

Im allgemeinen wird je Schwingform willkürlich ein Freiheits­
grad alß Bezugagröße verwendet, für den nach der Berechnung im 
Ergebnis eine 1 erscheint~ 

In GITRA3 wird jede Schwingform so normiert, daß .die jeweils 
größte Amplitude aller yerschiebungswerte gleich 1 ist. Damit 
lcöpnen be:L den Verd.rehungen durchaus Werte größer 1 erscheinen 1 

Glo (?6) ist nur für kleine n praktikabel lösbar, weil die 
Nullstellenermittlung i:icbon fti:p n :::> 3 erhebliche Schwierig­
keiten bereitet, Deshalb werden als Alternative iterative Ver­
fahren bei der numerischen Berechnung bevorzugt. 

B2.Iter~~ive Eisenwertlösun&en 

Zu diesem Lösungsverfahren gehört Z\lnächst die Rotationsmetho­
de nach Jacob~ /12/, /22/. Dabei wir~ achrittweise die Steifig­
keits- und die Massenmatrix jeweils zu einer Diagonalmatrix 
überführt. Aus den Diagonalmatrizen werden dann .alle 'Eigenwer­
te und Eigenvektoren des Systems ermittelt. Weil alle Werte be­
rechnet werden, ist auch diese Methode fUr eine große Frei­
heitsgrad-Anzahl nicht. zu,. empfehlen, 

In der Dynamik sind vorwiegend die niedrigsten Eigenwerte von 
Interesse, Deshalb sind iterative Verfahren günstiger, die nur 
einen oder wenige Eigenwerte am Rande des Spektrums liefern. 
Dazu gehört die Vektoriteration nach v. Mises (Potenzmethode) 
für den betragsgrö.Bten Eigenwert, bzw, die inverse Vektol'ite­
ration für den niedrigsten Eigenwert. Zur gleichzeitigen Berech­
nung mehrer niedrigster Eigenwerte steht die s;J.multage inverse 
Vektoriteration zur Verfügung, Auch hier existieren bereits 
verschiedene Lösungsalgor1 thmen, die sieb darin unter .scheiden, 
wie nach jedem Itera tionsschri tt die notwendige Orthogonal:l-



sierung du:pchgeführt wird. In GITRA3 wird als simultane in­
verse Vektoriteration das leistungsf ä.hige SUb§pace-yerfagren 
nach MoGormick und Nge /23/, /24/ verwendet. Bei diesem ~uch 
in COSAR verwendeten Verfahren /25/ wird das große Eigenwert­
problem auf ein kleines ~igenwertproblem reduziert, bei dem 
nur die p kleinsten interessierenden Eigenwerte berechnet wer­
den (mit p << n). 
Die inverse Vektoriteration beinhaltet formal eine einmalige 
Invertierung der Struktursteifigkeitsmatrix g. Dieser aufwen­
dige Lösungsschritt kann wieder rationell mit dem Cholesky­
Verfahren realisiert werden. Vor. Beginn der Eigenwert-Itera­
tion erfolgt deshalb in GITRA3 stets eine Cholesky-Zerlegung 
der Struktursteifigkeitsmatrix, auch wenn zuvor kein stati­
scher Lastfall berechnet wurde. 
Nach jedem Iterationsschritt wird vom Frogramm getestet, wie 
groß die maximale relative Abweichung r Ämax der berechneten 
Eigenwerte bezüglich des vorhergehenden Iteratiohsschrittes 
ist: 

Akalt:: - AK neu.. 

A. K neu. 
(7?) 

mit p • • .Anzabl der gewünschten Eigenwerte 

)..kneu k-ter Eigenwert des aktuellen Iterations-
schri ttes 

)...kalt . k-ter JDigenwert des vorhergehenden :ttera-. 
tionsschri ttes 

Sind alle k Abweichungen kleiner als eine vorgegebene Schranke 
El?S d. h. wenn 

r.A. max< EPS (78) 

dann ist die Berechnung gµt genug und wird mit Ergebnis-Aus­
gabe für Eigenfrequenzen fk = CVk/2 rr und genormte Eigen­
schwingformen beendet. In GITRA3 kann vom Nutzer eine Ab­
bruchgrenze von 

EPS = 0,5 J?rozent oder ein anderer Wert 
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verwendet werden. (MitEPS = 0,5 %wird eine Gepauigkeit von 
2 Ziffern für alle berechneten Eigenwerte garantiert, oder mit 
EFS = 0,005 % sind 4 Ziffern genau). 

2,a.J. Erzwup~ene ~edämpfte Schwinsunsee 

Ohne Dämpfung ("konservative Schwingung") gilt das Beweg'l.Ulgs-
.· dif:feren tialgleichung ssystem (70). 
In GITRA3 sind vorerst erzwungene Schwingungen mit geschwin­
digkeitsproportionaler (viskoser) Dämpfung vorgesehen. Dafür 
gilt das inhomogene Differentialgleichungssystem: 

mit 

M Ü.(tJ + B Ü(t) + C !:f(i) = f(t) (?9) 

~ 

u(t) -
Struktur4ämpfungsmatrix, symmetrisch 

Struktur-Knotengeschwindigkeitsvektor (in Rich­
tung des Strukturkoordinatensystems) 

f(t) ze1tabbängiger Struktur-Kraftvektor -
Die mit der symmetrischen Matrix ~repräsentierte Dämpfung 
entsteht z. B. bei s.chwingungen der Struktutt in einem ruhen­
den, viskosen Medium. Nicht erfaßt wird damit Dämpfung infol­
ge Anströmung oder bei Rotation. Derartige Effekte führen auf 
eine nichtsymmetrische Dämpfungsmatrix ! • 
Weiterhin wird mit B keine WerkstoffdämpfUng infolge innerer -Reibungsverluste (Hysterese im Spannungs-Dehnungs-Diagramm) 
erfaßt. Trotzdem kann die Werkstoffdämpfung näherungsweise 
mit vis~oser Dämpfung modelliert werden, so da.ß auch wieder 
Gl. (?9) anwendbar wird. 

Bei FEM-Strukture.n iat die Unterscheidung in zwei vi·skose 
Dämpfungsarten zweckmäßig: 

a) Global wirkende Dämpfung, proportional zu bestimmten 
Eigenschaften der Struktur (Uproport:topale Dämp:fung") 

b) Lokal wirkende Dämpfung ("diskrete" oder "allgemeine 
Dämpfung") 

Die gl.pbal wukende Dämpfung wird mit Hilfe e;J.nes Leg;psohen 
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Dämpfungsmaßes beschrieben. So kann z. B. experimentell je 
Schwingform ein Lehrsches Dämpfungsmaß ermittelt werden. Bei 
proportionaler Dämpfung .ent steheo in der Matrix ä nur Werte 
auf der Hauptdiagonalen. 

Be.i lokal wirkender Dämpfung werden D,äm:Pferelemente ar,ialog zu 
Federelementen verwendet u~d vom .Anwender sind Dämpferkonstan­
ten in gleicher Weise wie Federkopstanten für ~ranslationen 
und Drehungen bezüglich des Elementkoordinatensystems vorzu­
geben. Derartige Dämpferelemente belegen in der Matrix ä immer 
einzelne Werte unabhängig von der ijauptdiagonalen. 

Jede Berücksichtigung von Dämpfung führt auf ein k,omplexe! 
~:!:s.~nwer„taroblem und erfordert daher einen höheren Berechnungs­
aufwand als für konservative Schwingungen. 
Bei der Analyse erzwuilgener Schwingungen interessiert jedoch 
häufig nur das Schwingungsverhalten an einem bestimmten Punlct 
der Struktur, mitunter nur für einen FreiheitBgrad, In diesen 
Fällen kann erheblich Rechenzeit eingespart werden, so daß 
auch erzwungene gedämpfte Schwingungen mit vertretbarem Auf­
wand berechnet werden können, Bild 19. 

z 

X 

Bild 19: Schwingungsantwort Vyi(t) am'Knoten i infolge harmo­
nischer Schwinßungser~egung an den Knoten 1 und 2 
(t : Zeitachse) 
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Zur Berechnung der Schwingungsantwort gibt es zwei prinzipielle 
Mögliohkei ten : 

a) Behandl;}Ul(!i im Zeitbereich durch nume:Pische Inte5ratioE der 
Bewegungsdifferentialgleichungen. Ergebnis ist eine Zeit­
funktion (d. h. Amplitude in Abhängigkeit von der Zeit) 
für einen oder mehrere gewählte Freiheitsgrade. 

b) BehanQ.luns im Frequenzbereich durch Fre9ueoz5ans-Berechnuns 
Ergebnis ist ein ltomplexer Frequenzgang (d. h. Amplitude 
und Phasenwinkel in Abhängigkei~ von der Frequenz) für 
einen oder mehrere gewählte Freiheitsgrade. Nur für ge­
dämpfte Schwingungen ist der Frequenzgang komplex. Für unge­
dämpfte Schwingungen spielen die Phasenwinkel keine Rolle, 
so daß nur der Amp+ituden-Frequenzgang (Resonenzku,rve) an­
gegeben wird, 

Die in Bild 19 dargestellte Schwingungsantwort kann auf Grund 
der g~nannten zwei Möglichkeiten entweder als Zeitfunktion 
vy1Ct) oder als Frequenzgang (z. B. Amplitudenbetrag Vyi (f) 
interpretiert werden, Bild 20. 

a) v~.,, 

fo 

1 
1 

imqx „: 

f [Hz.] 

Bild 20: Mögliche Ergebnisse zur Berechnung der SohwingUJlgs­
aptwort Vy· am Knoten 1 : a) Nach nu~erischer I.Ptegra-
tion b) Nach Frequenzgangberechnung 
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,In beiden Fällen entstehen diskrete Werte. So werden für die · 
Zeitfunktion vy1(t) diskrete Werte in Zeitintervallen t 

bereitgestellt,und für den Frequenzgang entstehen in Fre~ 
quenzintervallen f diskrete Werte. Beim komplexen Frequenz­
gang wird häufig die Darstellung der Amplitudenbeträge bevor-

r 
zugt, 

Die numerische Integration erfolgt fÜl' einen begrenzten Zeit­
bereich bis t = tmax• Analog dazu wird der Frequenzgang nur 
in einem begrenzten Frequenzbereich zwischen einer unteren . 
Grenzfreq~enz fu 0 und einer oberen Grenzfrequenz f 0 er-
mittelt. 

Die Behandlung im Zeitbere~oh über numerische Integration ist 
vor allem bei allgemeiner <z. B, "transienter") Sohwinsungs­
erregung t(t) zu empfehlen. Dafür kann der Modul GITZI (Nu­
merische Zeitintegration für transiente Schwingungserregung) 
des Programmsystems GITRA3 genutzt werden. 

Bei harmonisc4er Erregung !(t) ist eine Frequenzgang-Berech­
nung effe~tiver. Piese Berechnung wird in GITRAJ mit dem Mo­
dul GITFG (Frequepzgang-Berecbnung für ba~monisone Kraft-
und Wegerregung) realisiert. . 
Abschließend sei darauf hingewiesen, daß erzwungene Sc.hw:i.ngun­
gen möglichst unter Einbeziehung von Dämpfungen analysiert 
werden sollten, weil erst durch Dämpfung ein stationit' es 
Schwingungsverhalten erzeugt wird. 
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l.t.P~!-~~emeate +D gl'.lmAJ 
Sämtliche Knoten haben sechs Freiheitsgradei Drei Knotenver­
schiebu.ngen vx, v1 , vz und drei Knotenverdrehungen x' Y' 

z • Daraus folgen einheitlich {6x6)-Untermatr1zen Qij bzw. 

M1j ci 

;,.1. Tia~shenio-Balken 
Im Unterschied zum Bernoulli-Balken des Abschnittes 2,3,3. 
wird in GI'l!RA3 zusätzlich Querkraftschub und Rotat:tonaträg­
hei t der bei Schwine;Ungen kippenden, Querschui tte mit berück­
sichtigt. Ein derartiges :aaikenmodell wird als ~imoshenko-
Balken bezeichnet. 
Weite~hin handelt es sich bei GITRAJ um räumliche Balken, so 
daß in Erweiterung zum ebenen Balken Torsion um die Längs­
achse x, Biegung und Rotationsträgheit um die y-Achse, sowie 
Querkraftschub in i-Richtutlg möglich isto 
Neben den Materialkennwerten \Uld den Knotenkoord~naten werden 
je Balken vom Anwender nur Querachpittskennwerte in das Pro­
gramm eingegeben, Damit können Balken mit peliebigen Qu.er­
schnittsformen rationell modelliert werden, siehe Anlage 
(Anwendungsbeschreibung), 

;.1.1. Elementsteifi5keitis.1Uatrix 

Wie jedes "Zweieck"-Element hat auch der Balken {Knoten 1 UJld 

j) eine aus 4 Untermatrizen bestehende Elementsteitigkeits­
matrix, von denen 3 explizit zu berechnen sind: 

S1e = {80) 

Für den räumlichen Timoshenko-Balken lautet die Unt'ermatrix 
~i /26/, /27/: 
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_ Vx . __ V'f __ Vz _ _ 3~ __ fl __ fz _ _ 

EA (! (/ O' 0- O' T 
0 12. Eirz O' () ()' 6 EI'Z. · 

.ta Q.v J/·Qv 
1!. EI~ 6EI# O' 0- ()' C' _.eJa_~ - 1 

~ii = 
.e. Q~ 

(81) (j (j rJ ~ O" ()' 
R. 

(j 0- _ 6EI~ ()' (Qz+3)EI~ (J' 

6Eiz 
ilQz i tJ.z 

('1lt3)EI~ () O' ()' {) t.J. '1.v ~~'I 

mit E : ElastizitätSlllodul 

und 

A : Querschnittsfläche, l Länge des Balkens 
Iz' IY s Fläohenträgheitsmomente um die Achsen i und 

y des EKS 
G : Gleitmodul 
l't : 'l!orsionsträghei tsmoment 

12 E Il ~z · 12 E Iz ~y · 
Qz = · 2 + 1 j 'ty = 2 + 1 

G , A l G , A o l 

mit ~z, "il!y : Schubverteil?-Pgszahlen in i- und 'Y­
Riobtung /28/, /29, S, 209/ . 

Die Untermatrix Qij hat die folgende Form: 

-~ (j fF er ()" "' 
O' -§ ()' O" O" +~ 

ff Ö"' ~~ Ü' -~ {)"' (82) 
cii = (J' 0- O' -g ()' Ö7 

O' ()' +~ ()' _ (Qz-3) fI1 & 
lQ~. 

<i' -0 & O' 
öi _ (blt „J) EI„ 

.lQ~ 

mit ~ Betrag ·wie in .9.11 
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2jj ist wieder symmetrisch: 

O' O" er (}' ()' 

(}' +g O' O' ()' -'2 
Ü' O"'. +g tj +§ (/' 

~IJ ::: Ö"' ()' Ö" +g tJ1 Ö' 

Ö' ()' +0 cJ' +g ~ 

0- -0 Ö"' O' Ö' +~ 

Die Matri~ 2e liefert auch hier wie beim ebenen Balken den 
exakten Zusammenhang zwischen Belastung und Verformung und 

(83) 

kann sowohl direkt als auch über Hermi te-Polynomansätze herge­
leitet werden_ (wobei aucb im räumlichen Fall nur maximal ku­

bische ~erme fÜJ:' die Biegelinie in der x-y-Ebene bzw. in der 
i-z-Ebene entstehen). 

lt:J .2. El,ementmass$pmatr1x 

.Analog zur Matrix 2e gilt für die Matrix Me i 

(84) 

ljj 

Me ist jetzt nicht~mehr exakt berechenbar und mua über Form­
funktionsmatrizen G gemäß Gl. (66) hergeleitet werden. -Der einfachste Ansatz für die mögliche dynamische VerforlJlUng 
ist d~e statische Verformung: 

[ = a cas) 
Mit (66) und (29) folgt daraus z, B, für den ebe~en Bernoulli­
Balken des Abschnittes 2.3.3.: 



.52 

Vxi VVi -ftzi Vxi V'I/ 1!J ----------- --------- --
·f <1' Ö' 

1 (J' (j T 

&' 
43 11 

<1" 
_s_ .Q 

35 l1ö .e. -'1~ - 'll.() i. 
er .11 lt, „ ... 

~ At, --L,e1. J.1ct -:rii' ,!, 'IJ.D "11/d (86) !:1e= g1Al 
1 b- ()-
3 

r 
43 -21.. L. M„ a--iJ 35' .l'10 

()" 41 - J;i;L 1 ~ 4i5 ,(, 

Natürlich könneh mit den in (29) enthaltenen kubischen Termen 
nur Schwingformen niederer ' Ordnung hinreichend gen.au appro:x:l­
miert werden. Für höhere Sohwitlgformen ist eine Zerlegung in 
mehrere Balkenabschnitt~ erforderlich. So führt auch hier -
wie bei ebenen finiten Elementen - eine "feinere Vernetzung" 
zu einer besseren Lösung. 

Für den räumlichen Bernoulli-Balken entsteht eine (3x12)-Ma­
trix a, die auch nur maximal kubische Terme enth~t /26/, 
/2?/. Gleichung (66) liefert dafür eine Elementmassenmatrix 
Me mit Untermatrizen M11 , f!tj und ljj , bei denen die glei­
chen Matrizenelemente mit Werten belegt sind ~ie bei den Un­
termatrizen der Matrix ,2e • 
Beim Timoshenko-Balken sind durch die Einbeziehung des Quer­
kraftschubes ·und der Rot~tiqnsträgheit die Matrizenelemente 
in He komplizierter als in .2e , z, B. 

Mu (1, 1)::; J yAi 

mit und~ =Q -1 z z 
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Der erste Term in M11 (2, 2) oder 111 (3, 3) repräsentiert die 
Translationsträgheit und der zweite Term d~e Rotationsträgheit, 
wobei in beiden Fällen Querkraftschub wi~kt, 

Wird in GITRA3 ohne Querkraftschub gearbeitet .(Schubvertei­
lungszahlen ~ = ct'z = 0) , so werden damit Ra1leisb-Balken 
berechnet. Bei diesem Balkenmodell ~ird gegenüber dem Bernoul­
li-Balken zusätzlich bei Schwingungen die Rotationsträgheit der 
kippenden Querschnitte berücksichtigt, z, B, 

1J 6 qIZ 
M11 (2 1 2) = 3'5 ·_s>Al +; ·-,:-

L.:...:-y----J 
(88) 

lBernoulli ) 
Y" 

:Ra.yleigh-Balken 

Die Elementmassenmatrix des räumlichen Timoshenko-Balkens 
wurde bereits von Archer /30/, /31/ hergeleitet (zitiert in 
/26/), 

Jo2, M!s@eloses Federe1ement 

Das Federele~ent repräsentiert 3 Translationsfedern und 3 
Drehfedern. 
Die -Elementsteifigkeitsmatrix .2e besteht auch hie~ aus 4 
(6x6)-Untermatrizen gemäß Gl. (80): 

Vx Vv Vi fx f'i fz -- -- ------------------------

(89) 



mit: OTxt Cazy-, CTz : Translationsfedern 

Cnx' Cny, ~z : Drehfedern 

bezüglich der Achsen i, y, i des Elementkoordinaten­
systems 

s Bele.gung.analog zu ,g,11 und.Vorzei­
chenregelung wie beim Balken, aber: 

(90) 
1 2 

(6, 6) = -Cnz + b 1 CTy 

Mit d.em in GITRA3 enthaltenen Federelement wird auch eine 
Kopplung zwischen Querkraft und Biegung bei beliebigen Feder­
lä.ngen realisiert. Das im Großrechner-Programm GITRA II im­
plementieI'te Federelement ohne Biegekopplung. (nur für Feder­
länge 1 = 0 exakt) ist als Sonder.fall mit enthalten, wenn sehr 
kleine Federlängen angegeben werden. 

Bei Federlängen 1 = 0 wird ·in GITRA3 das EKS automatisch 

parallel zum SKS gesetzt. 

J•J• Masseloses Starrelemellt 

Beim Starrelement wird ein Federelement mit sehr großer Stei­
figkeit simuliel!t. Fü.r daia . Starrel:'ement gilt zu.nächs~ wieder, 
daß die Elementsteifigkeitsmatrix aus 4 (6x6)-Untermatrizen 
aufgebaut wird. Die Belegung der Matrixeinzelwerte erfolgt mit 
Hilfe eines sehr großen. Steifigkeitewertes W , Vor der Bereit­
stellung der Starrelemente werden die Rauptdiagonalwerte der 
Elementsteifigkeitsmatrizen aller elastischen Elemente (Bal­
ken, Federn, Dt'eiecke und Vierecke) auf ihre~ Maximalwert 
du.rchgemustert. Dieser ·maXl,male Steifigkeitswert Wird mit 
10 000 multiplizie:r:t und liefert dadurch den Wert W ~ Dalllit 
ent stehti 



55 

Vx V~ Vz fx fi f. 
- - - - - - - - - - --- - - - %__ - - _'Z_ -

w 

w (91) 

O' (Ji 

w + f t/·w d" 

rJi w+ fe1.w 

Qij und Qjj : Belegung analog zu Q11 , Vorzeiehenregelu.ng wie 
beim Balken, aber: 

' ' 1 2 c1 j (5, 5) = c1 j (6 ,. 6) = -w + b' l w 

J.4, Dünnwand,ie;es Dreieckelement 

(92) 

Bei diesem Element wird eine Scheibe mit ebenemSpannunsszu­
stand und eine Kirchhoff-Platte /29/ überlagert •. Beid$ Span­
nungszustände beeinflussen sich g~genseitig nicht ("Faltwerk­
Elemen t ") • 

Für beide Spannungszustände werden kleine V$rformungen und 
eine geringe Elementdicke (etwa 1/10 der kleinsten Seitenlän­
ge) vorausgesetzt. 
Das Programm verarbeitet auch große Elementdic~en ohne Kom­
mentar, ·Der .Anwender muß j.edoch beachten, daß dann die zu­
grunde gelegten linearen Theorien nicht mehr erfüllt· sind 
(z, B, Ebenbleiben der Querschn+tte bei der Platten-Durchbie­
gung, oder Spannungskomponente oz = 0 senltrecbt zur Element­
ebene bei der Scheibe). 
Das Programm testet lediglich ab, ob die Sei tenlä.ngen eines 
Dreieckes mehr als 10facbe Unterschiede aufweisen, In diesem 
Fall wird die Berechnung abgebroQhen, weil sonst nume~iscbe 
Probleme beim Lösen des Gleichungssystems auftreten, 
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3.4.1 •• E1e·mentsteifi5keit smatriJ 

Im Programm werden für die Scheibe und fÜI' die Platte ver­
sobiedene Elementsteifigkeitsmatrizen ~S , 9.ep getrennt auf­
gebaut und anschließend zur Faltwerk-Elementsteifigkeitsmatrix 
~ zusammengesetzto 
Bild 21 zeigt, daß je Knoten jeweils 3 Freiheitsgrade entste­
hen, die sich gerane zu den 6 in GITRA3 verwendeten Freiheits-· 
graden ergänzen: 

a) Scheibe b) Platte 

\/ -........... 

J 
!~ 1--

Bild 21: Uberlagerung der Scheibe (mit ebenem Spannungszu­
stand) und der Kirchhoff-Platte mit je 3 Freiheits­
graden pro Knoten 

Die Scheibe liefert je :Knoten zwei Verscbie bungen Vx' Vy 

und eine Verdrehung f z , die Platte eine Verschiebung vz 
und zwei Verdrehungen -f x , f y o 

Die (18x18)-Matrix ~ . des Faltwerk~Elementes pesteht aus 
9 Untermatrizen Cij fiil! die· 3 Knoten i, j und k: 

Ci. - ;) 

(93) 

symm. .Qkk 
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Jede der sechs zu berechnenden (6x6)-U.ntermatr1zen wird im 
Prog~amm aus zwei (3x3)-Untermatrizen zusammengesetzt, Bild·22, 

V.x Vy -frz V~ fx ~ 
s X X X 0 c 0 --- - f 

Cij = X X X (;iJ = 0 0 0 

X X .X Vx Vy Vz fx f!J f~ 0 0 0 
,._.. ..... „.~ ... ··-··---

' 
X X X / ·-
X X . X 

0 a 0 

~ii ;:: 0 0 0 

a 0 0 

X X X 

Bild 22i Zusammenbau der Untermatrizen QijS (Scheibe) und 
Qijp (Platte) zur Untermatrix Qij des Faltwerk­
Elementes 

~·~·1·~· E}ementsteifiskeitsma;r1x 2es für die Scßeibe 

Hier entsteht eine (9x9)-Matrix; 

.211 
s 

Qij 
s 

Qik 
s 

s 
Sjj 

s 
Qjk 

s 
2e --

symm. Qkk 
s 

(94) 

ce6 wird auf der Basis eine~ unvollständigen quadratischen 
Verschiebungsansatzes nach A;Llmann /32/ und unter Verwendung 
der Matrizen D und H des Abschnittes 2.3,1. berechnet. Der - -Allmann-Ansatz kann mit seinen 9 FJ.teiwerten zwischen dem li-
nearen und dem vollständigen quadratiscben VerschiebungßEln­
satz der Abschnitte 2.3.1. und 2.3.2. eingeordnet werden. 
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Anstelle von Se;t_~enm:t..t~eoknoten-Verachiebungen werden Knoten­
Verdrehungen gemäß Bild 21a realisiert. 

).4.1,2._~lementsteifi5keitsmatr1x 9.ep der Platte 

Analog zur Scheibe entsteht eine (9x9)-Matr1x: 

p 
.9.11 .21j 

p p 
.9.1k 

.s;P 
e = .Qjj 

p p 
Qjk 

symmo 
p 

Qltk 

(95) 

.Vür die Platte wird ein unvolletändiger kubise.her Versct.lie­
bungsansa tz nach Bazeley u, a, /33/ zur Berechnung der Ma­
trix .9.ep verwendet. Dieser Ansatz gehört zu den nichtkonfor­
men Ansätzen, weil daiuit die ·Neig~ngsstetigkeit an Q.en Ele­
menträndern nicht erfüllt wird. ~rotzdem wird für diesen re­
lativ einfachen Verschiebungsansatz in der Literatur /34/ auf 
gute Erfahrungen verwiesen, 

J•'+.2, EJ.9.rri!:lntm~ssenmatrix 

Zur Berechnung der Matrix Me wird in GITRA3 nur Translations­
trägheit auf der Basis eipes linearen Versohiebungsansatzes 

. . 
/34/ berücksichtigt, 
Die Elementmassenmatrix lautet: 

(96) 

symm. 

mit A : Fläche des Dreieokelementes, h : Dioke und: 
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vx vy vz f x f y f z 
- - - - - - - - - - - -· - - - - -
2 0 0 0 0 0 

0 2 0 0 0 0 

Mi . = M . j = Mkk = 
- l. -J -

0 0 2 0 0 0 (97) 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

·1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

Mij = M11t = iij1c :::: 0 0 1· 0 0 0 (9B) 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

J•2• Djinp~an~ige~ Viereckelement 

Auch hier handelt es sich um ein' Faltwerk-Element, d. h, 
Scheibe und Platte sind entkoppelt. 
Für das Viereckelement wird kein spezieller Verschiebungs­
ansatz verwendet, sondern es wird im Programm aus vier Uber 
Kreuz angeordneten Dreiecken mit jeweils halber Dicke zusam­
mengesetzt, Bild 23, 
Damit wird auch beim Viereck eine Scheibe mit ebenem Span­
nungszustand und eine Kirchhoff-Platte überlagert. 
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Bild 23: Interne;i:t Aufbau des ViereckeJ.ementes 

Die Elementsteifigkeitsmatrix enthält 16 Untermatrizen ~j 
für die 4 Knoten i' j, k und 1: 

,gii ,gij ,gik ,gil 

~ = ,gjj Qjk .Qjl (99) 

symmo .Qkk .2.kl 

9.11 

Die 10 zu berechnenden (6x6)-Untermatrizen des Viereckes wer­
den aus den 24 zu berechnenden (6x6)-Untermatrizen der vier 
Dreiecke ermittelt, wobei zusätzlich Transformationen in das 
Elementkoordinatensystem des Viereckes erforderlich sind, 
wenn das jeweilige Dreieck ein anderes EKS besitzt als das 
Viereck. 
Die (24x24)-Elementmassenmatrix Me wird auf die gleiche Wei­
se wie .2e be~eitgestellto 
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~.§. Dislqetes Masseelement 

Mit diesem Element können starre Aufbauten für dynamische Be­
rechnungen rationell modelliert we~den, Im Zusammenhang mit Fe­

der-, Dämpf ex- und Starrel~menten kann damit die in der Dyna­
mik übliche Mehrlcörpersut~m-Modellierung (~) realisiert wer­
den. 
Beim dislc:r.eten Masseelement sind vom Anwender die Masse im 
Schwerpunkt des starren Aufbaues und die Massenträgheitsmomen­
te um die Hauptachsen anzugeben, Der so idealisierte Knoten 
ist zweclcmäßig mit Hilfe von !Iiasselosen Sta.I'relementen mit der 
elastischen Struktur zu verbinden, 
:i:rn beliebig wählbare11 lokalen Koordinatensystem LKS ist auch 
das Nullsetzen von "Massen~ornponen'ten" möglich, Damit wird die 
Bewegung geführter Massen modellierbar. 
Das Masseelement wirkt nur bei Schwingungsberechnung, weil da­
für lediglich eine Elementmassenmatrix existiert: 

f x f z 

mx 0 0 0 0 0 

0 my 0 0 0 0 

Me = M.11 = 0 0 0 0 0 (100) mz 

0 0 0 Jx 0 0 

0 0 0 0 Jy 0 

0 0 0 0 0 Jz 

mit mx,my,mz • Massenwirkung • in x* 
' y*' z*-Richtungen, 

Jx,Jy,Jz Massenträgheitsmomente d * * • • um ie x , y , z -• 
Achsen. 

Durch die Vorgabe von Massenträgheitsmomenten bezüglich der 
Hauptachsen sind auch für die Drehfreiheitsgrade nur die 
Hauptdiagonalwerte der Matrix Me belegt. 
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~· Hinweise zu eini5en Al6orithmen in GITRA; 

1+.1. Schnittlträfte und -momente im Modul GITSK 

Die Schnittreaktionen können wahlweise im Struktur- oder Ele­
mentkoordinatensystem berechnet werden. Für das EKS gilt je 

Element entsprechend Gl, (.39): 

(101) 

....., ,..., "" ""T mit 4 = Ct1 !J· , • , L,,) Elementkraftvektor, der m Knoten-
'"" f".':\, ··144 kraftvektoren t 1 f ~ usw. für m Knoten des finiten Elementes 

enthält, - ' -u 

JeQ.er Knotenkraftvektor repräsentiert komplett die Schnitt­
reaktionen des jeweiligen Knotens im EKS, z, B, gilt für den 
Knoten i . : 

'""" (r" i:::A r" M" M"' 1'"1 ")T fi - rxi1 rn I rzi Xi I ~i I J Zi 
(102) 

Schnittmomente im EKS 

Für Schnittreaktionen im SKS gilt entsprechend Gl, (18); 

(103) 

mit 
f (f f f ) T für m Knoten, Zum Beispiel entsteht :=...:.= ·1 .••• 
-"' - ' -J ""'11l 

für den Knoten i : 

f i (Fxi, F F M Myi, 
T (104) = Mzi) yi, .zi, xi, 

mit Fxi Fyi' Fzi Schnittkräfte im SKS 
' 

Mxi, Myi, Mzi Schnittmomente im SKS 

Um fe oder !e berechnen zu können, wird noch einmal im .Modul 
GITSK die Element-Transformationsmatrix ~ und die Element­
steifigkei tsmatrix ~ (im EKS) für das gewählte Element auf-



63 

gebaut. Dazu werden wieder die Angaben im Quelldatenfile 
name. - Q - genutzt, Anschließend erfolgt das Einlesen der 
diskreten Ve:r.formungsergebhisse 'Se des Elementes vom Ergebnis­
file nam~. - E - • Diese Element-Ergebnisse im SKS werden ge­
mäß Gl. (37) ins EKS transform~ert: 

(105) 

,..., 
Damit ist f

9 
nach Gl. (101) berechenbar. 

Um !e im SKS nach Gl, (103) zu ermitteln, muß lediglich noch 
. "V 

die Matrix .9.e aus Q8 und ~ über Gl, (42) bereitgestellt wer-
den. 

4.2, S~ann~n6en def Flächenelemente im ~odul GI~SP 

Es werden sowohl bei der Scheibe als auch beL der Platte nur 
Spannungen ox ()Y und Txy bezüglich der x-y-Elementebene 
berechnet, Bild 24, Spannungen G"z . 't' zx und '7:'zy werden nicht 
erfaßt, auch wenn vom Anwender für'das Element eine große Dik-. ~ 

ke vorgegeben wurde, siehe Abschnitt 3,4, Im Unterschied zur 
Scheibe werden bei der Platte die Spannu.ngswerte auf der Ober­
oder Unterseite bereitgestellt. Die Spannun'gskomponenten e-x, 
~Y, rr::xy je Knoten infolge Scheiben- und Plattenzustand wer­

den jeweils addiert und abschließend über Gl. (58) zur Ver- · 
gleichsspannung 6"v nach der Gestaltänderungsenergiehypothese 
zusammengefaßt, 
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a) 

b) 

Bild 21+; Die mit GITRAJ berechneten Spannungen in Flächenele­
menten deti Diclce h : a) Scheibe b) Platte 

'+tJ! ]i1o,da.J& Redukt,iop im Modul GITFG 

Um d·en Aufwand bei der Analyse erl!iwungener Schwingungen einer 
FEM-Struktur drastisch zu .senlcen, erfolgt in GITFG vor de:p Fre­
quenzgang-Berechnung eine modale Reduktion, d. h. eine Umrech­
nung der Knotenfreiheitsgrade auf wenige "Schwingform"-Frei­
heit sgrade. Dieses Vorgehen ist dann möglich, wenn das Schwin-

, 
gungsverhalten der Struktur im wesentlichen durch die unteren 
Eigenschwingformen repräsentiert wird. 
Das Verfahren der modalen Reduktion· liefert für ungedämpfte 
Schwingungen ohne besonderen Aufwand ein wesentlich kleineres 
Dif:eeren·IJialgleichungssystem als vol'her, das außerdem noch ent­
koppelt ist, Bei Anwendung der modalen Reduktion auf schwingen­
de Strukturen mit allgemeiner Dämpfu.ng entsteht ein wesentlich 
kleineres Differentialgleichungsay~tem als vorher, das jetzt 
aber komplex und gekoppelt ist. Beide Typen werden in GITW 
verarbeitet. 
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D:Le Wirkungsweise der modale,p Reduktion wird nachfolgend nur 
:E'Ur ungedämpfte Schwingungen detailliert beschrieben. 
Voraussetzung für jede modale Reduktion ist eine sohon vorhan­
dene Eigenwertlösung für. p Eigenwerte, wobei p << .n sein kann• 
Die berechneten zugehörigen Eigenvektoren ! 1 , ! 2 ••• !p werden 
zunächst als Spalten einer (reduzierten) Modalmatrix ~ ange­
ordnet: 

(106) 

Diese Matrix enthält n Zeilen für die n Freiheitsgrade der ge­
samten Struktur und nur p Spalten ffu:' die p berechneten Eigen­
schwingformen, (Eine vollstä~dige Modalmatrix !n kann für gro­
ße Strukturen ohnehin nicht bereitgestellt werden), 
Die Rechteck-Matrix ~ wir~ dann als Transformationsmatrix fiir 
eine Koordinatentransformation benutzt: 

u ( t) = J. 'P • !j_ ( t) 

Ü,(t) = .6„. ~ (t) 
(107) 

Die Knotenverschiebungen ~werden damit auf sogenannte 11.Haupt­
koordina ten" s ti'ans:f'ormiert, wobe,i s. nur noch p Einzelwerte 
erl'thäl t, 
Durch Einsetzen von (107) in das große Differentialgleichungs­
system (70) für erzwungene konservative Schwingung entsteht 

t1 ~ p ~ (t) T ' X 1' 'l (i) = i ( t) (108) 

und durch Linksmultiplikation mit:xPT (analog zUI' Koordinaten­
·bransformation im Abschnitt 2,4,4,); 

)Spr tJ. ~P ~ fi) -t Äpr ~ Xp ~ (i} = Jpr f {t) (109) 
' J l T ' J L____----1 f . . ..- - - -,; --

!:.1„* C:p f.,, 
Die (willkürlich mögliche) Normierung' der Eigenvektoren in !p 
sei: 

J „ r M X „ = E,.,, (110) 

mit äp Einheitsmatrix der DimensLon (p x p) 
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Weiterhin soll gelten: 

6 „r c 6.,, = Ar 

mi t A 
-:Llp (p x p) diagonale Spektralmatrix: 

A1 <i' AL 
Llp~ - dia'J { ~i) -

1' .Ap 

(111) 

(112) 

Mit den Orthogonalisierungsbeziehungen (110) und (111) folgt 
aus (109) ein relativ k.leines entkoppeltes Differentialglei­
chungssys·tem s 

(113) 

Der besondere Vor teil der modalen Reduktion besteht hier dar­
in, daß nur der Kraftvektor tatsächlich transformiert werden 
muß: 

(114) 

Mit den großen Matrizen Q und 1 sind keine Operationen erfor~ 
derlich. 
Durch Gl, (11.3) "zerfällt" das große Schwingu.ogssystem fak-
'ti sch in p -qngek.oppel te fiktive Einma. ssenschwinger, deren 
Schwingungsverhalten einzeln analysiert werden kann. Durch an­
schließende einfache Multiplikation der Ergebnisse mit der Mo­
dalma trix ~ gemäß (10?) erfolgt di~ Rüclttr'ansforma tion auf 
die Knotenfreiheitsgrade, Damit kann das Schwingungsverhalten 
für jeden beliebigen Knotenfreiheitsgrad rekonstruie~t werden. 
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ANLAGE l 
Auszüge aus der aktuellen Anwendungsbeschreibung 

Die vollständige Anwendungsbeschreibung wird jedem Nutzer 
als Textdatei auf Diskette übergeben. Weiterhin erhält je­
der Nutzer einen Satz fotokopierter Bilder. 
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Die Anwendungsbeschreibung (Datei GITAB3.doc) enthaelt 
25 Saiten Taxt (mit Deckblatt) und 3 Seiten Anlagen. 

1. Geraatatechnische Voraussetzungen 

* 16 bit-Rachner, 640 KByte RAM~ Festplatts, 
Bat0iebssystem MS-DOS 

* Grafik-Farbterminal 

* 
Dia Programme sind in FORTRAN77 gas~hriaben. Die Grafik 
arfolgt mit Zugriff auf elementare Routinen der 
Biblicthak ART!BAB.lib. 

2. Gegenwaartiger Entwicklungsstand 

'.,;;~ • .1. • l.J (f:l l:l fE I'" fü :i.c: h t 

!:HTF~A3 b1::w·r.~c:hnet ~t„t:at.isi::l1e Verft':ll"'fl!Wlgem und E.i.gen·~ 
schwingfcrmen fuer raeumliche, duannwandige Flaechen­
tragwarke in Kcmbinaticn mit Balken beliabigar 
Quarschnitte~ Federn, Masse- und Starrelementen. 

Die finiten Elements sind ueber Knotenpunkte mit je 6 
Freiheitsgraden ( 3 Verschiebüngen und 3 Verdrehungen ) 
Vf~rtJLtndt-:ln. 

Die Berechnung der Knoten-Freiheitsgrade erfolgt fuer 
kleine Verformungen und linearelastisches~ isotropes 
Matarialverhalten. 

Fl.t!i:H" dü~ Eingabe··„ K1~mtn:il le 1.1nc:I Dars„t:0?ll.1.tn~i der ver1'crmten 
Struktur steht ein Grafik- Modul zur Verfuegung. 

Wahlweise koennen Bchnittkraefte und -momante, sowie 
Spannungen fuer FlaecheneJemente •rmittelt ·werden. 

Fuar die Elemanta und Knotan werden als Bezeichnung 
Namen verwendet. Die Zuordnung zu entsprechenden Zahlen 
wird intern vom Pr6gramm so realisiert, dass automatisch 
eine optimale Rechenzeit entsteht. 

Em kcennan Strukturen mit maximal 2000 Knoten fuer einen 
statischen Lastfall berechnet werden. 



2.2. Lieferumfang Januar 1989 (Aktueller Stand siehe Anlage) 

--------------------------------
Geliefert wird nur die N u t 2 e . r v a r s i o n von GITRA 3. 
Die Nut~erversicn bestaht aus Grund- und Zusatzmodulen. 

Zu jeciem Modul werden an den Nutzer entweder eine EXE-Datei 
oder ~ehrere OBJ-Dateien uebergeben •. 

Darueber hinaus gibt es zu GITRA 3 eine E n t w i c k 1 e r -
v e r s i o n , die zDr Zeit Module z~r Empfindlichkeitsana­
lyse, Formoptimierung und Substrukturtechnik enthaalt. Wenn 
diese Modula einen bestimmten StaITd erreicht haben, werden mia 
als Zusatzmcd~le in die Entwicklerversion uebernommen. 

DJ.1*1 G r u n c1 m o d u l e der· N1„1t~,~t:,irversion sind ( Bild la) r. 

l:J I T D . E Dia]. CH,:;J - Einl,;Ji~bi,.; ( Er2eL1<;;iunq ~';1ir1f.~S Qua 1 J. cl a tf.~n f .i. l <1l!E>) 

(" ·:i :r. T I"" ... D Eingabt+:l'""Dl'"1„1c ~:. ( k<::>mmfl:lnt.:.\.<'r)rt.t*lr· Dn.1c:~·:. r.:J ~°flm'• Ck1el J. •·• 
datemf .i:h';)t.:;) 

('" .~·i I T B l"I Berechnungs-Modul St•\\til·:. l„lnd E:i.~3enwertc.:: 

ß I T (3 F~ 131"'i:!\ f ik 

D l T (..~ D Aus;;q~i\ b«<·!'""D rt.1c ~~ ( d(\!!I'" Varfcrmung&-Ergebnisas) 

("' .~! J: T f" ,:;i I" c„ Sc: hn i t tk l"'i:H·::d te t1nd -·mc:unen tefl 

(;' "! l T q p 8r.:>ii:\nn1.in gen f ueir f liaec:henelemente 

Als Zusatz m c du l e stehen zur Verfuegung (Bild 1b): 

G I T F 

c '3 I T „:r 
·-· 

(;) I T F 

G I T z 

1:-3 I T Q 

D 

2 

(3 

I 

EI 

Adapter vom FEM-Datenstandard tTGL 44640) zu GITRA3 

Adapter von GJTRA3-Eingabe zu GITRA lI (~SER) 

Frequenzgang fuer gedeempf ta erzwungene 
l!.k; l"1win<~~L1ngen 

Numerische Zeit-Integration fuer transiente 
1 

Schwingungserregung 

Querschnittskennwerte fuer Balken 
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Mcdallaufbareitung 
durch dan Anwander Berechnun~ Statik 

1.md 1..ingadämp·f te 
Eigenschwingungan: 

t7JITE:D 
1111111 
11111 

!:JITBM 

1:3 1< 

rH·,1 m e • •·• Sll< 

Bild la: Grundmodu1a·dar Nutzarver•ion von BITRA 3 

2.3. Arbeitsweise daa Programmsystems ( Grundmodule) 

Irl'f'olge chff D.ialog-~l~.i.ngabe mit GJ.TDE ~·~1„1 einam Beispiel 11 NAME 11 

w:.i.n:~ ein 
Quallciatenfila name. - Q-

erzeugt" Diaaa formatierte, saquentiella Datei 
sa~mtliche Eingabedaten fuer das Beispiel. 

enthaelt 

Nach dar Berechnung mit GITBM entsteht im aktuellen 
V<+?rzaic:hn.i.E-? ein 

Ergebnisfile nama.-E-
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ais unfcrmatierta Diraktzugriffs-Datai. Sie enthaelt fuer jaden 
statischen L~stfall und Jede berechnete Eigenschwingform 
Ja Knotenpunkt 3 Yarachiebungen und 3 Verdrehungen bezueglich 
d~oo ffitrwkturk~grdin~tffh~ymt~mMw m~wi~ di~· ~iQ~Mfr~8W~n=~n " 

Beide File• werden auf der F~stplatta zur Langzeitspeicherung 
abgelegt und dienen als Eingabe fuer and•rs Module, siaha 
Bild la. . 

Nach Berechnung dar Schnittreaktionen wird eine sequentiell~, 
f ormatiarte Datei 

n<ame. -~:>I< 
erzaugt.Diasa Datai kann vom Nutzer mit eigenen Prcgra~nan 
weiterverarbeitet werden~ z.B. fuhr Spannungsberechnungen 
be.i. B.a l. l·:.<;.m. 

Dia Anwendung des Moduls GITSP fueh~t zu einer Datei 
n.-:1mf.~. ·-SF' 

Diasa unformatierte Direktzugriffsdatei dient als Eingabe 
fuer den Grafik-Modul~ um Spannungsverteilungen der Flaechen­
elemente farbig darzustellen. 

111111 

""' 

GJ:TGlEI 

1 

t 
( ß l T D E 

t 
GI TH?\ II 

FEl"IDAf::l-Da t.en 

GJ.TFD 

(l::llTBM) 

n.:,\me „ -E:-· 

G I T F GI G l T Z I 

__ ...,..,:>1'f-linG1--... on„··:l . .i.nt;;i 

Bild 1bn Verfuegbare Zusatzmodula dar Nutzarvarsion von GITRA 3 
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3. Modella~fbereitung 

Voraussatzung fuer die Berechnung ~st die Modellierung 
des realen Bauteiles als FEM-Modall. Zum kompletten 
Berech~ungsmodall gahoeren neben der geometrischen Nachbildung 
das Bautailas mit Hilfe der zur Varfuagung stehenden 
Elemanttypan auch die Idealisierung der auf das Sautei l 
einwirkenden auessaran Belastungen und die ldealisierGng dar 
1... 1i:\ g Eff Lll"I ~) " 

Die kinematischen Randbedingungen der Struktur sind an den 
Knoten anzugeben,d„h. die Bewegu~g in einzelnen oder saamt lichen 
sechs Freiheitsgraden be&timmtar Knctan wird zu Null gesetzt. 

Die Knoten sind auch jene Stellen der Struktur, an denen 
aue&sers Belastungen in Form vcn Kraeften und/oder Momenten 
angreifen kcannen. An Kraftangriffsstellen sind deshalb Kno ten 
festzulegan bzw . es sind die wirkenden Belastungen unter 
Beachtung des statischen Gleichgewic htes ~uf die Knotan 
t.lfll :~ t.11'" ~? C: l"ll"Him " ' 

Massananhaeufungan bzw. als starr zu batrachtanda Anbautan dar 
Struktur kcennen als d~skrete Zusa~zmaasen oder Zusatzmassen­
traegheitsmomenta an einze lnen Knoten beruecksichtigt werden. 

Fuar die Modellierung sind drei Koordinatensysteme von 
B1;:1c:leL1hm~1 ~ 

3.2 . Drei kartes ische Kcordinatansys tema 

a) Das SKB c Strukturkoordinatensystem x y z 

Die Lage der Elemente wird im raumfesten SKS beschrieben, 
d.h. die Koordinaten aller Knoten sind in einem H y z - Koor­
dinatensystem anzug~ben. Das SKB wird vom Nutze r festgeleg t. 

Fwer jedes Element wird durch die Knotenkoordinaten weitest­
gehend automatisch ein EKS definiert. Der Urspru~g des EKB 
liegt immer im zuerst· angegebenen Knoten des Elementes und 
die xA-Achse zeigt in Richtung des zweiten Knotens. 
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Im EKS warden die Elamentdatan (Querschnittswerte und Festig­
keitskenngroassen) eingegeben und die Schnittkraefte und 
- mcmenta auaQegeben. 

Fuar Dreiecke und Viarecke iat das EKB durch die Knotenkoor­
dinaten vollstaendig beschr i eben. 

Fuer Balkan und Federn wird jedoch vom Nutzer eine zusaetzliche 
Angabe zur Lage der yA-Achse bencetigt Der Winkel ALPHA als 

Drehung das EKS um dia xA-A~hae, d.h. um die Laengsachse des 
Elementea, siehe Bild 2. 

Dar Winkel ALPHA ist Null, wann dia yA-Achse pa r allel zur 
x-y- Ebene liegt und die zA-Achse eins positive z- Kcmponente 
bfZ·)f:~.i t.~~ t • 

/.~l„„PHf..) ir::;t: ~Jl'"OW.·l!Hif:Sl/:'11r· ( r:. l f7:il'1f!:ll'") Nu J. J. 1, w~·~nn €'~:i.ne l„„ .i.n":.1:s„.„ ( Rf::~c htllli ""') 
Schrauban-Drehung um dia xA-Achsa zur Erfusllung der Bedingung 
fusr ALPHA•0 erforderlich ist. 

Ein Sonderfall antsteht fuer eine zur z-Achse parallel liegenda 
xA-Achse. Hier ist ALPHA gleich Null, wenn auch yA und x 
parallel sind und ausaerdam dia gleiche Richtung haban. 
ALPHA ist wieder grcassar (kleiner) Null, wann aina Links­
(Rechts-) Schrauben-Drehung um die xA-Achse erforderlich ia t , 
um die Bcndarfall-Badingung fuer ALPHA=0 zu arfuallen. 

z 

~~-------------------~---~-

Baiapiale fuar den Winkel ALPHA 
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c) Das LKS ~ Lokales Kccrdinatensystem x*y*z* 
---------------------------------------------
Fuar jeden Knoten kann vom Nutzer ein LKS mit Hilf~ von drei 
Winkeln PHIN PSI und CHI bazueglich des SKS definiert werden. 
Da& LKS dient vorrangig zur Beschreibung beliebig angeordneter 
Lagerungan der Struktur bzw. spezieller Richtungen diskreter 
Zu&atzmassan oder Zusatzmassentraeghaitsmo~ente. 

Dar am haaufigstan vcrkcmm•nda Fall ainar Parallelverschiebung 
zwischen BKB und LKB badautat PHI~PSI=CHI=~. 

l~i ~in~r tr~n~f~rm•tiDn d-w M y ~ -Kroar~in~t~nmy~~~m~ in 
daw x*y*z*-~ymtam wird zuermt d~~ H y ~ -System um di~ 
x-Achsa mit dmm Winkel PHI gedreht und damit ain naua• Kccr­
dinatan•ystem x'y'z' erzeugt (Bild ja). Durch Drahung da• 

a) 
z 

·X- II 

z=z 

c) z 

cp=x=O 

y = y* 

b) 

d) 

* z=z 

z 

,~=X=-0 
\ 
/\ 

~/...,...,..,..,~r--tl"""" y * 

y 

Bild3 : Beispisle zur Lage des LKB ; a) ~llg~meine Drehung~ 

b) nur Dr~hung um z , c) nur um y ~ d) nur um x 
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Strich-Systems mit .dem Winkel PSI um 'die y'-Achse entsteht 
dann ein x 11 y 11 1~ 11 

- Elystem. Nach Drel1u11g wn die z"-Achse mit 
dem Winkel CHI folgt schliesslich das x*y*z*-System. 

Fuer ein vcrgegebenas LKB kcannen die drei Winkel rationell 
ermittelt warden, indem zunaechst die z* - Achse senkrecht in 
die y-z-Ebene projiziert wird. Dia so projizierte Achse zp 
und die z*-Achse schliessen den .Winkel PSI ain. Dar Winkel 
PHI liegt zwischen der z-Achsa un8 der zp-Achse. 
Dar .Winkal CHI ist in einer Ebene zu messen ~ die eine 
allgemeine raeumliche Lage im SKS besitzt. CHI wird vcn dar 
y*-Achsa ueberstrichen, wenn da~ x*y*2*-System um die 
z* - Achse so gedreht wird, dass die y* - Achse in die y-z-Ebene 
;n.1 1 iegen kr.:)mmt . 

3.3. Elementkatalog zu. G ' I T RA 3 

-----------------------------------

( 12 Freiheitsgrade ) 

f ....... __ 

Federelement ( 12 Freiheitsgrade) 
„-„„·-·-·· ... „-.„·„-·~·„„.- ..... „.„ 

1: 
-...(._ \ 

/( ~ 
\ 
\ 

„ 

~ "' / 

/-
~ 

Timoshen ko-Balka n 

-~ B.i.egung 
- QLte1··k ra f tsc:ht.tb 
„ .• TC)l'"5ii :i.C)l'1 

- Rotationstraaghe.i.t 
bei Schwin~~t„tng G~n 

ma.sselos 

- Zug - Druck-Fedmrn in 
drei Ric:htLmgen 

-Drehfedern um drei 
Achsen 



„.„„-„.„ - „.„„ ___ „-~„ ... „.„ 

Jr;; 
I 

I 
I 

I 
( 
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( 12 Freiheitsgrade) masselos 

( 6 Fraihaitsgrada 

E-Modul unendlich 

ZL\r Modell ien.ing des 
Kraftflusses bai nicht 
zusammenstossenden 
E J. emen t ·-{~c;: hisen 
banachbarter .Bauteile) 

diskrete Zusatzma~sa in drei 
f\ i c: h tt„111 gen 

- diskrete Zwsatz-Traegheits­
mcmante um drei Achsen 

im lokalen Koordinatansystem 

( 18 Freiheitsgrade ) 

Fal twerk-·Element 

Superposition von 
Bchaibe untj Platte 

- duennwandig und eben 
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V ierac: ke 1 f?men t ( 24 Freiheitsgrads 

z1.1m Dreieck 

:~; „ "!· • l....i:\\g a l'"\„lf"l ~;l ( bazueglich LKB) 

------------------------------------------------------------~--

f.k: h tun~.~ ! 

Dia modellierte Lagerung darf keine Btarrkoerperver­
sc:hiebLtng oqer - vsrd1··ehL111g der Str'Llk·tl.tr zL1l1:"1s1sen. 

Die Berechnung kann sonst nicht ausg~fuehrt werden 

--------------------------------~------------------------------

All• 6 Freiheit,grade des gewaehlten Knotens sind verhindert. 

b) Tailvsrac:hieblic:he& Lag~r 

Im gewaehlten Knotenpunkt wird ein LKB ueber die 3 Winkel 
PHI~PBI und CHI festgelegt (siehe Abschnitt 3.2). 
Jeder einzelne der 6 Freiheitsgrade bezuegiich dieses LKS kann 
als verhindert angegeben werden. 
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3.5. Statische Belastung (bezueglich SKB) 

---------------~--------

Je Knotenpunkt koannen maximal 3 Einzelkraefte und 3 Einzel­
momente bezueglich des SKS angegeben we r den. 

Anders gerichtete Kraef te und Momente sind vom Nutzer in die 
SKS-Komponenten Fx, Fy, Fz, Mx, My und Mz zu zerlegen. 

Flaschenlasten sind vor der Eingabe in diskrete Knctenkraef te 
umzurechnen. 

Fuer eine Struktur koannen mehrere 
barechnet werden . 

3 .6. Ablauf dar Mqdallaufbereitung 

1. Festlegen des Btrukturkcordinatans ye tem& 

2. Anhand der vorliagendan Zeichnungsunterlagen mceglichst 
gute geometrische Nachbildung d•s Bauteiles mit Hilfe 
der zur Va~fuagung steha ndan Elementtypen (Abschnitt 3 . 3 ). 

3. Vergaba der Knoten- und Elementnamen 

4. Ermittlung der Knotenkoordinaten im SKS 

5. Aufstallen der Kcinzidenzmatrix (Topologie), d.h. Zuordnung 
dar Knotennamen zu den. E lementnamen 

6. Idealisierung der Lagerungen : Festlager~ teilverschiebliche 
Lager, evtl. elastische Lager (mit Hilfe von Federelementen) 

7. Evtl. Ergaenzung der Struktur durch diskrete Zusatzmasse n 
und Zusatzmassentraeghai t smomente 

B. Fastlagan der Elementdaten (Querschnittswerte und Festig­
keitskanngrcessen) fuer Jedes Elament 

9. Materialdaten (Werkstcffkenngrcessen) fuer jedes Elemen t 

10. Vorgabe einar Barechnungsstratagia 
(Welcha statischen Lastfaalla sind zu untersuchen, wieviel 
Eigenfrequenzan sollen ermittelt werden ?) 

11. Idealisierung dar Belastung fuer jeden statisch•n Lastfall 

12. Kontrolle der Vcllstaendig kait alle~ Eingabe daten mit 
Hilfe der Quelldatenfile- Beachreibung (Abs chnitt 4) 

13. Anwendung des Dialog-Eingabemoduls GITDE. 
Ergebnis : Qu~lldatanfila name.-Q- im aktuellen Verzeichnis. 

Nach Eingabe der Knotenkoordinaten und der Topologie kann 
bereits mit dem Grafik-Modul GITGR das geometrische Modell 
auf dem Farbbildschirm aichtbar gs~acht werden. 
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5. Hinweise zu einzelnen Modulen 

5.1. Berechnungsmodul ~ I T B M 

Nach dem Start des Moduls GITBM wird zunaechst abgefragt~ob 
Steuergroessen geaendert werden sollen. Zu diesen Grcessen 
gehoert auch die Abbruchgrenze EPS fuar die Eig~nert-Iteraticn 
sowie die Anzahl ~TS der Iteratiansschritte bis zur naechsten 
Abfrage. Standardwerte sind EPS = 0.5 Prozent und ITS = 15. 

Waehrend der Verarbeitung des Quelldaten files werden vom 
Programm temporaare DirektzuQrif f&-Dataien fuer die Koordi ­
naten~ fuar Topologie usw. angelegt" um bei der nachfolgenden 
Berechnung einen schn~lleren Zugriff zu ermoeglichen. 

Nach dar automatischen Band breiten - und Profilminimierung 
wird vom Prcgramfu die Grcesse der temporaeren Datei fuer die 
Btrukturstaifigkeitsmatrix angegeben. 

Fuer Strukturen bis atwa 100 Knoten wird die Berechnung 
komplett im Arbeitsspeicher des Rechners durchgefuehrt. 
Fuar grcessere Strukturen schaltst das Programm automatisch 

in den MoclL1s "en·:terns Mathemat:l,k" l.lrn, d.h. die St1'"'L1kt1..1r··· 

steif igkeitsmatrix wird waehrand der Lcesung des Gleichungs­
systems pa~tiall vom externen Speicher geholt und wieder 
ir.\Ltsge l ;ageH„ t. 

Trotzdem sind nicht beliebig ~ross~ Strukturen bsrechenbar. 
In Abhaengigkeit von Anzahl der Knoten, dar Bandbreite, der 
gawuenschten Anzahl der statischen Lastfaelle und Eigen­
schwingfarmen sind folgende Ungleichungen zur Einhalturig der 
Speicherplatzkapazitaeten ·ZU erfuellen : 

Statik : 

-----------------------------~-----------------------------

(Der Wert GRENZE ist im Master-Prog ramm des Moduls GITBM3 
standardmaessig mit 160 000 vereinbart wnd kann bei 
Speicherplatzproblemen vom Nutzer veraendert werden). 

Eigenwertberechnung n 
---------------------------------------~--------------------------

GRENZE > 337*NBB + NK + 36*NZ + ( S*NZ + 4*NBF + 20 >*NBF + 360 

·--------------------------------------------------------~-------
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mit NBB Bandbreite (max. auftretende Knotenpunktdifferenz 
der .Struktur) 

NK Anzahl der Knoten 

NZ Anzahl der Freiheitsgrade NZ ~ 6*CNK - NKLF) 
mit NKLF Anzahl der Festlagerknoten 

NLB Anzahl der statischen Lastfaelle 

NSF Anzahl der Eiganschwingformen 

Daraus folgt z.B. fuer einen statischen Las~fall, dass eine 
Struktur mit 2000 Knotan nur dann verarbeitet werden kannp 
wann d~e maximal auf tretende Knotanpunktdifferenz den Wert 
NB8 = 224 nicht ueberschreitet [ NLS=l, NKLF=0 ,GRENZE~160000 J. 

Mit dar gleichen Knotenpunktdifferenz kann jedoch nur eine 
Struktur mit 468 Knoten verarbeitet werden, wenn nur eine 
Schwingform berechnet warden soll [ NB8~224 ~NKLF•0, NSF•i J. 

Fuar Berechnungen mit MAR=3 (Statik und Dynamik) sind ~eide 
Ungleichungen zu erfuellen. 
Das Programm GITBM tastet beida Bedingungan selbstaenciig ab. 
Als Bandbraita wird die nach dar automatischen 
Profilminimierung barachnate Bandbreite verwendet. 
Dar axterna a~aicherplatzbmdarf auf der Festplatte wird im 
wesentlichen durch dia Groesse der Struktur~teifigk~itmm~trix 
bmatimmt. Dia Strukturateifigkaitsmatrix banoetigt 

( NK - NKLF + NPROF ) * 288 Byte 

al& Speicherplatz. NPROF ist das Profil dar Struktur­
ataifigkeitsmatrix. · 

Die Iteration bei d•r Eigenwert~erechnung wird beendet,wenn 
saemtlicha Eigenwarte aller gawuenschten Eigenschwingformen 
waniger als 

EPS = 0.5 Prozent 

von den Eigenwerten das voran~egangenen Iterations•chrittes 
abweichen. (Dia Eigenwerte sind die Quadrate der Eigenkreis­
frequenzen). 
Ausgegeben wardan die Eigenfrequenzen f in Hz. 

Jade Bchwingfcrm wird ncrm~ert ausgegeben. Die Normierung 
erfolgt ~Cn dass die jawails groesste Amplitude •llar 
Varschiebungswarte der Schwingform den Wert 1 hat. Bei den 
Vardrehungan koennen dadurch auch Warte grosser 1 entstehen. 

Bai Fehlarangaben im Berechnungsmociwl 'wird die externe Knoten­
nummer verwendet,z.B" 17 bedeütet 17.Knotenn•me im 
Quell~atenfile. 
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5.2. Grafikmodul G I T G R 

R bedeutet : Rechtsschrauben-Drehung d a r Struktur um die 
z-Achse, L ~ Links-Drehung um z~ U Rechts-Drehung um x, 
0 ~ Links-Drehung um x, jeweils um 10 Grad. 

D bedeutet n 20 Grad Rechts-Drehung um z und 7~ Grad 
Lin~s-Drahung um x. 

Dia Zentralprojaktion (Z) gilt f~er einen 4-fachen Abstand 
des Satrachters vom mittleren Durc~messer das Objektes. 
Standardmaassig wird die St0uktur in Parallelprojektion (P) 
gezeigt. 

Verformung (V) : Die statisc he Verformung wird im allgamsinen 
mit 2 50- fachar Ve rgroaaserung der Kncta nverachiebungen 
praasentiert. 
Wenn das Maximum dieser vargrcessarten Verschiebungen 
groesser als 1m% oder kleirier als 3% der maximalen 
6trukturausdehnung ist, wird dar Vergroasserungsfaktor so 
veraendert, dass die groesste Verschiebung genau 10% der 
maximalen Btrukturauadahnung entspricht. 

Die berechneten Eigenschwingformen werden immer so normiert~ 
da&• die groesate Verschiebung 10% der maximalen 
Strukturausdehnung betraegt. 

Bei Darstellung der Belastung (B) werden je Lastfall die 
Einzelkr•efte und Einzelmomente so normiert, dass di~ 
Pfeillaenge der groessten Kraft und des groessten Momentes 
Jeweils 15% der max. Strukturausdahnung entspricht . 

fue~ die farbige Darstellung der Spannungsverteilungen von 
Flaechenelementen (.)wird zusaetzlich eine Datei name.-BP 
vcrausga•atzt. Diese Datei muss fuar das Beispiel zuvor mit 
dem Modul GITSP erzeugt werden. 

5.3. Schnittkraft-Modul G I T S K 

---------------------------------
Fu•r die gesamte Struktur wsrdan zunaachst interne Dateien 
zu Zwischenra~hnungen wia im Berechnungsmodul GJTBM 
angelegt. Danach erfolgt fuer die gewuenschten Elemente 
aine erneute Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen. . . 

~ie Schnittkraefte und -momente gelten fuer das jeweilige 
~ lementkcordinatensystem. Sie koennen •ber auch wahlweise 
auf das Strukturkoordinatensystem bezogen ausgegeben werden. 
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Balkenelementa enthalten Zug-Laangskraefta, wann der 1.Wert 

in der fxA-Spalte negativ ist und Druck-Laengskraefte, 

wenn dar 1.Wert positiv ist. 

Am Enda der Berechnung entsteht auf dar Platte aina forma­
tierte, sequentielle Datei 

nama. ~Jll< 

Diese Datei kann vom Nutzer mit einem Editor gelesen oder 
mit einem eigenen Programm weiterverarbeitet werden~ um 
z.B. Spannungen in Balkan mit speziellen Querschnittsprcfilen 
;,'. u f:;) l'"ill :1. t tf.·:! l n • 

5.4 Spannungen fuer Flaachanelemente G I T 8 P 

8IT8P liefert Spannungen an den Knoten vcn Flaechenelemsntan. 

Zunaechmt werden fuer Jeden Flaschenelement-Knoten die 
Vergleichsspannungen vcn allen angranzande~ Flaacheneleman tsn 
gsmittelt und anschliemsend der Groessa nach geordnet 
ausgagsbanw Damit arhaelt der Nutzer mit wanigan Datan einen 
guten Umbarblick zur Maximalba•nspruchung der Struktur. 

Weiterhin ·koannen die Spannungsspruange der angrenzenden 
Ele~•nte je Knotan ,ebenfalls der Groasse ~ach geordnet, 
angezeigt warden. Es handelt sich dabei um relative Werte~ 
dia auf die groesste in der Strukt~r verkommende gemittelte 
Knoten-Vargleichsspannung bezogen sind. 

Mit GITSP erfolgt fuer den jeweiligen statischen Lastfall 
:.i.rnmer· fl„l(·:;)I"' 1:~l le l<nc~tfl~n die I:t(;:~1'"ecl"lnl.1n~J d€'::!r· l<noti;~n·-!:5pannl.1n c;en 
und relativen Spannungs~pruenge. Der Nutzar kann Jedoch 
waehlen; wieviel Werte ausgegeben warden: z.~. 12,5 
bedeutet Ausgabe vcn 12 Kneten-Spannungen und 5 Bpannungs­
spl'"l.\engf.")l"l „ 

Am Ende der Berechnung .enteteht auf der Pl~tte eine unfo rma­

tierte Dir~ktzugrif fsdatai 

name.-SF' 

Diese Datei wird vom Grafik-Modul GITGR angefordert, wenn 
fuer das Beispiel name die Spannungsverteilung gezeigt 
werch:m s<::i 11 • 

• • • 




