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1. Binleitung

Das Tinite-Element-Programmsystem GITRA (Grafisch interakti=-
ve Tragwerksanalyse) wurde vor etwa 15 Jahren.in der Sektion
Maschinen—~Bauelemente der TH Karl-Marx-Stadt begriindet und
seither sténdig weiterentwickelt.

Zu Beginn wurden eindimensionale finite Elemente verwendet
/1y /2/. Spdter erfolgte die Erweiterung auf Fléchenelemen=-
te in GITRA II /3/. 1986 wurde im.Lehrstuhl Strukbturdynamik
der Sektion Maschinen-Bauelemente unter Leitung von Prof, Dr.
sc. techn., F, Erfurt eine dritte GITRA-Version fiir Personal=
computer konzipiert und seit dieser Zeit schrittweise das
Programmsystem GITRA3 aufgebaut. In GITRA3 konnten einerseits
bewdhrte Algorithmen des GroBrechnerprogramms GITRA II liber-
nommen werden, andererseits jedoch wurde ein viélliger Neuauf-
bau mit zahlreichen Neuentwicklungen realisiert, insbesondere
zur Computergrafik, Im neuen Programmsystem werden die Vor-
telle des Personalcomputers durch den konsequent modularen
Aufbau optimal genutat /4/.

GITRA3 berechnet statische und dynamische Verformungen,
Schnittreaktionen und Spannungen flir rédumliche, diinnwandige
Tléchentragwerke in Kombination mit Balken beliebiger Quer—
schnitte, Pedern, Masse-~ und Starrelementen. Beisplele fiir
Anwendungen zeigt'Bild 1.

Zur Implementierung des gesamten Programmsystems auf einem
Personalcomputer des Nutzers genligen zur Zeit vier 360 KByte-
Disketten, Voraussetzung fiir eine umfassende Nutzung von
GITRA3 iet ein Arbveitsspeicher von mindestens 500 KByte, ein
externer Plattenspeicher = 1 MByte, neben dem normalen Bild-
schirm zuséitzlich ein Grafik-Farbterminal, sowie ein Plotter,

Die Anwendungsbeschreibung ist in diesem Heft als Anlage ent—~
halten und sollte vom Leser zuerst gelesen werden, weil sie
den gegenwidrtigen Ieistungsumfang und den aktuellen Aufbau
des Programmsystems reprédsentiert, :

Das vorliegende Heft wurde hauptisédchlich flir Nutzer geschrie-
ben, die bisher noch wenig Umgang mit der Finite~Element~
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Methode (FEM) hatten, Die theoretischen Grundlagen wurden
relativ ausfiihrlich dargestellt, um die Moglichkeiten und
Grenzen des Programmsystems transparent zu machen.

Natirlich kann in diesem Heft nicht Jjeder in GITRA3 verwen=-
dete Algorithmus detailliert beschrieben werden (das Programm=
system beiphaltet zur Zeit mehr als 18 000 FORTRAN-Anwelsungen
allein fiir die Grundmodule); hier muB ein Uberblick geniigen. .

Programmentwickler von GITRA3 sind:

Diple~Ing. Joachim L ie ber s, Dr,~Ing., Annette B o b e

(VB Nadel~ und Platinenfabrik Karl-Marx-Stadt), Dr.-Ing.
Wolfgang T i e t z (Forschungszentrum des Kombinates "Fritz

Heckert" Karl-Marx-Stddt), Dipl.QIng. Bernd Pindeisen,

sowie der Autor,

Spezielle Programmentwicklungen wurden von

Dipl,~Ing. Carsten S tr el ler , Doz, Dr, sc. techn,

Werner Gumper t und Student Peter Richling

realisiert.,

Die Kollegen Dr, sce. nat, Arnd M e y e r und Dr, rer, nat,

Mathias P e st e r der Sektion Mathematik haben effektive

Algorithmen flr Gleichungssysteme und Eigenwertprobleme ge-

liefert,

Weiterhin leisteten die Kollegen der Sektion Maschinen-Rau~

elemente Dipl.~Ing. Jorg M i gl i ¢t z im Lehrstuhl Ge~

triebetechnik, Diple~Ing. Lutz. K1 ingbe il im Lehr~

stuhl Konstruktionstechnik, Dr,-Ing. Roland V o g e 1 in

der Lehrgruppe Technische Mechanik, sowie Dr,-Ing. Armin

Freund im Institut flir Mechanik Beitrdge zu GITRA3.
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Bild 1: Beispiele zu GITRA3~Anwendungen
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2o Winige Grundlagen Zux FEM mit Verschiebungsansitzen

2:1e Verschiebungen als Hauptunbekannte

Bei Elastizit&tsproblemen treten im allgemeinen Verschiebunw=
gen und Spannungen gemischt als unbekannte GréBen suf., Fir
eine effektive Losung ist es zweckméBig, Hauptunbekannte fest~
zulegen und diese zuerst zu berechnen und anschlieBend daraus
die noch verbleibenden Unbekannten zu ermitteln. Als Hauptun-
bekannte werden in der Hlastizitdtstheorie entweder Verschie—
bungen oder Spannungen verwendet /5/., Je nach Wahl der Haupt~
unbekannten ergeben sich verschiledene Lésungswege sowohl fir
die differentielle als such fiir die integrale Formulierung
des Blastizitdtsproblems, siehe Tebelle 1,

Tabelle 1: Losungswege der Elastizitédtstheorie

Typ der Auge | Hauptunbekannte Typisches
gangsgleichungen Néherungs~
Versohiebungen Spannungen verfahren
differentielle ‘ Beltrami- Differenzenw
Formulierung Lané-Navier Michell verfahren

integrale Formu- | Prinzip der Prinzip der | FEM
lierung (Varia= virtuellen virtuellen
tionsformulierung) | Verriickungen Krifte =

= Minimum des | Minimum des

elastischen konjugierten
Potentials elastischen

Potentials

Wenn das Elastizitétsproblem differentiell formuliert wird, so
entstehen aus dem statischen Gleichgewicht, den kinematischen
Vertrédglichkeitsbeziehungen und den Materialgleichungen 15
partielle Differentialgleichungen mit 15 unbekannten Punktio-
nens 6 Spannungen, 3 Verschiebungen und & Dehnungen,

Durch Eliminieren der Spannungen und Dehnungen erh&lt man die
Gleichungen von Lamé~Navier, die nur noch Verschiebungen als
Hauptunbekannte enthalten. Analog entstehen die Gleichungen
von Beltrami-Michell fiir Spannungen als Hauptunbekannte, wenn
Verschiebungen und Dehnungen eliminiert werden, '
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Die Losung der Differentialgleichungen erfordert die Integra=-
tion eines Randwertproblems, Ein typisches Ndherungsverfahren
dafiir ist das Differenzenverfahren,

Wenn das Elastizitdtsproblem als Energiebilanz flir das Gesamte
gebiet formuliert wird, so fllhren Verschiebungen als Hauptun~
bekannte auf das Prinzip der virtuellen Verriickungen und Span-—
nungen auf das Prinzip der virtuellen Kréfte,

Belde Losungswege gehdren zur Variationsrechnung. Die Ldsung
einer derartigen Variationsaufgabe erfolgt fiir diskrete Werte
iiber partielle Ableitungen,

Auf gemischte Ansétze, die zu hybriden Variationsformulierun-
gen flilhren /6/, soll hier nicht eingegangen werden.

Die Methode der finiten Elemente ist ein Ndherungsverfahren

der Variationserechnung und kann als Modifiketion des Ritz~Ver~
fahrens /7/ interpretiert werden,

Weltwelt exlstieren FEM-Programme fir Verschiebungen oder
Spannungen oder fiir gemischte Unbekannte (finite Hybridelemen=-
te). Die Uberwiegende Zahl der Programme basiert jedoch auf
Verschiebungen als Hauptunbekannte, well der daraus folgende
Lésungsweg die geringsten Schwierigkeiten bei der rechentech~
nischen Umsetzung bereitet.

Auch in GIYRA3 sind ausschlieBlich finite Elemente fir Ver-
schiebungen implementiert. Deshalb wird nachfolgend nur fiir
das Frinzip der virtuellen Verriickungen der LOsungsweg aus—
fiihrlicher dargestellt.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen flhrt fiir lineare,
wegunabhéngige Probleme auf das Prinzip vom Minimum des ela-
stischen Potentials, Das elastische Potential Tl eines Gebie~
tes 2 mit dem Volumen V und der Oberflédche A lautet:

T=%]€e&dv —/nyv dV */z"]ﬂq d A )
4 A

4

mit



r
= (6X , E),, EZ ,/;y/f){i, J/}Z) gzggg:gggr unbekannten

ﬁfT=(’6}, Gy, 62, Txy, Txz, Tye)  Vektor der unbekannten

Spannungen
v= (v, vy, Vi) Vektor der unbekannten
Verschiebungen
]_’ (fuu, fop. {va) Vektor der Volumenkréfte
]—( ({Ax , 7[AY , 7(”) iggg:e: der Oberfléchen=-

Das Potential 7/ ist (wie jeder Energieausdruck) ein EBkalar.
Dar erste Term in Gl. (1) représentiert die Forménderungs-
arbeit und die beiden anderen Terme bilden die Arbeit den
éduBeren Belastung.

Jede der angegebenen Vektorkomponenten ist eine Funktion des
Raumes, z. Be T,, = Ty, (X,¥,2). Damit sind 15 unbekannte
Funktionen in £ g und E enthalten, ,

Die Losungsstrategie liber Verschiebungen als Hauptunbekannte
erfordert in Gl. (1) das Ersetzen der Dehnungen und Spannune
gen durch drei Verschiebungsfunkbtionen v (x,y,2), V. (x,y,z)
und v, (x,y,2), so daB T () entstent.,

Im Palle des statischen Gleichgewichtes wird TTCw) minimal,
d, h, die erste Variation von ]| verschwindet:

dM(y)=0 (2)

Die unbekannten Verschiebungen Vo vy, Ve sind jedoch fir un-
endlich viele Punkte des Gebietes 2 giiltig und bilden damit
ein System mit unendlich vielen Preiheitsgraden, Die Berech~-
nung der Verschiebungen fiir beliebig gestaltete Bauteile mit
beliebiger Belastung ist daher analytisch nicht geschlossen
lésbar.

Bin Ausweg besteht in der Formulierung einer Ndherungslosung
fiir ausgewdhlte Raumpunkte ("Knoten").

Damit reduziert sich die Aufgabe auf die Berechnung 'diskreter
VerschiebungsgréBlen an diesen Knoten, 4, he, dann ist nur noch
eine endliche Anzahl von PFreiheitsgraden zu ermitteln und die
Aufgabe wird auch fiir komplizierte Strukturen lésbar,



Bild 23 Festlegung von Knoten flir eine r&umliche Struktur

(Ubrigens ist diese "EKnotenstrategie" nicht nur fiir Varia=-
tionsndherungen brauchbar, sondern auch filir differentielle
Néherungen - siehe Differenzenverfahren).

Bel der Methode der finiten Hlemente auf der Basis von Ver~
schiebungs-Unbekannten wird das Gebiet J2 in geometrisch ein-
fache Elemente zerlegt, die pnur an den Knotenpunkten mitein-
ander verbunden sind. Je Element wird ein Verschiebungsansatz
verwendet, der die kontinuierlichen Verschiebungen Y, *

(v (%4752) s Vo (x,7,2), v,(x,5,2)) des Elementes durch diskre=-
te unbekannte Knotenverschiebungsgrdfen u, ersetzt.

Somit geht '/T(x_r) in 77'(14) iber,und die LOsungsbedingung (2)
fiir das statische Gleichgewicht wird zu einem System par-
tieller Ableitungen modifiziert:

o (u) _ o
Ju B

Erst mit Gl, (3) wird das algebraische Gleichungssystem ei-

ner Dimension n zur Berechnung von.n unbekannten Knotenver-—

schiebungswerten u bereitgestellt,

Im rédumlichen Fall sind je Knotenpunkt i maximal 6 Freiw

heitsgrade in Form von 3 Verschiebungen und 3 Veidrehungen
méglich:

(3

-

gi - (inr V}’z’ ’ Vi’i/ 7sz', f"i ’, fii)

siehe Bild 3.
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Bild 3: Diskrete VerschiebungsgroiBen u; an Knoten 1 eines
finiten Elemnentes

Je Element wird somit ein Elementknotenverschiebungsvektor Y
geblldet:

LLeT"' (Mi/ Qj:--'lum)

mit m : Anzahl der Knoten des Elementes

2e2 Das Gleichungssystem flir ein finites Klement

Analog zur Gesamtstruktur entsteht je Element ein Elementpo~
tentials

__./Eeb”eall/e~/vef,,edl/e /zr fro dhe @
Ve
Das statische Gleichgewicht ist nathrlich auch Je Element Zu

erfiilllen., Das filhrt im Unterschied zu Gl. (3) auf die modifi=-
zierte Losungsbedingungs

97T (ue) _
ou. Y (5

Gl, (5) liefert je Element ein relativ kleines Gleichungs~
system.




Zunéchst sind die Dehnungen in (4) durch kontinuierliche Ver=
schiebungen Yy 2u ersetzens

=D Ve - Eoe 6)

mit D Cauchyscher Matrix - Differentialoperator
Eoe Vektor der Anfangsverzerrungen

(Der EinfluB von Dehnungen infolge Temperatur wird in dieser
Herleitung nicht behandelt )
Weiterhin werden die Spannungen durch Verschiebungen ersetzt:

§€=H§ezﬂ(2ye“§oe) (7

mit H Hookesche Matrix
Damit ist 'ﬁg nur noch von Vg abhiéngig:

1 T ]
Me$ [ (D s gor) 8 (D e Eoed Ve [T dVe - [t

Ve Ve Ae (8)
Eoer £y wnd £, werden hier als bekannte GréBen vorausgeeetzt,

Die Uverfiihrung der kontinuierlichen Verschie bungen in dis=-
krete Knotenverschiebungsgréfen erfolgt mit Hilfe eines Ver—

gchiebungsansatzess
=A de (9
mit A Ansatzmatrix

ge  Vektor der Element-Freiwerte (enth#lt soviel Frei-
werte § , wie das Element Freiheitsgrade hat)

_C..ZZ; = (afly az, &3 (XX ] af)

Werden in A die Knotenkoordinaten eingesetzt, so entsteht aus
Vs der Vektor B der unbekannten diskreten Knotenverschie-
bungen,und A geht in eine Knoten-Ansatzmatrix K iiber:

Ue = K ge (10)
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Mit 8, =K' .y, folgt damit aus (9):
e = A 5-1 Ue (1)
Ve = G Ue (12)

mit &: Formfunktionsmatrix (Matrix der Ansatzfunktionen):

G = A _;I{"q « Gl, (12) reprédsentiert den eigentlichen Verschie-
bungsansatz,

Die kontinuierlichen Verschiebungen im Element werden mit

Gl. (12) auf diskrete Knotenverschiebungen des Elementes zu-
rickgefiihrt. Daraus folgt analog zu (6) und (7):

Ee =D G Ue ~ Ege (43)

und
Ge =H (DG Ue - €oe) (14)

Das Elementpotential lautet jetzts

Tr(ﬂe) = %/(DQ Ue — §oe)TH (Qg Ue ”§0e)dve

y: (1)
[ 67U fy, dVe - [ §7ud fu. dAe
% Ae
bzw,
Ce fe
/ . 7 r —
T (ue) ==§~.L1J/(_12§) H(D&)dVee ~ e (foe + fpe +fge) (16

Ve

nit -Qe Hlementsteifigkelitematrix

£, TBlementkraftvektor ( foe infolge Anfangsverzer=-
T Tung £,

fPe infolge Volumehkrifte fve

fge %nfOJ-Se Oberflé henkriéfte
1Ae
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Damit entsteht

T T
W(Qe)"g' Ue Qe Ue — Ue fe (17)
Die Lésungsbedingung (5) fiir das statische Gleichgewicht lie=-
fert das Hlement-~Gleichungssystem zur Berechnung der unbekann=-

ten Verschiebungen u, ¢

Cele= fe (18)

Die quadratische Koeffizientenmatrix C, ist fir Elastizitdte-
probleme stets symmetrisch (Satz von Maxwell-Betti).

203, Binfache Beispiele

2.3.1, Dreieckelement mit 3 Knoten (ebener Spannungszustand,
@ Verschiebungen je Knoten)

Bild 4: Dreieckelement in der Ebene

Pilr das Element sind 6 Freihelt sgrade vorgegeben, also miis~
sen die kontinuierlichen Verschiebungen v (x,y) und v (x,y)
im Innern des Elementes durch 6 PFreiwerte abgebildet werden:

vx(x,y) = 84 + 85X + 847

(19)
vy(x,y) = 8y + 8gX + 8gy

bzw. in Matrix-Schreibwelse:



Vo 1 x y 0 0 ©
T
— . (&q ,82,00036) (20)
Vg O 0 0 1 x vy
\..r_J L Y i | Y J
Ye 4 &,

Weil und v_ linear von x und y abhdngen, bezeichnet man
(19) baw. (20? als linearen Verschiebungsansatz.

Der Verschiebungsansatz, angewendet auf jeden Knoten, liefert
die diskreten Elementknotenverschiebungen u, 3

Vix{ T X oy 0 o 0 %y
Vi, 0 0 0 1 x; v d,
Vig; e 1 Xi Y 0 0 0 ) Az
Vy; o 0 0 1 x v || 9 L=
Vi 7 Xk Y © 0 0 ds
Vi 0 0 0 T X Y dg
— ; e
Ue K e

Zur Berechnung von G ist die Invertierung von K erforderlich,
siehe GL, (11). @ ist dann ebenso wie A eine (2x6)-Matrix,
Im &benen Spannungszustand sind folgende Verschiebungs-Ver-

zerrungsbeziehungen (Cauchy~Gleichungen) giiltigs

_ Ox v vk , oV
Ex-axxwgox ; 5)"5}1”5@;)’};«:‘9"?*9‘;"%& (22)

bzw, in Matrix-Schrelbweise:

ANE Eax
- 2 Vix g
EY - g 5—}-; . Vi - yoy (23)
X;V -5;; | 'éa; | Xy
TEe D Ve Eoe
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(Die beim ebenen Spannungszustand noch auftretende Dehnung
€= ;—;‘%—(fﬁ{fy) ist hier ohne Interesse,)

Die Hookesche Matrix fir den ebenen Spannungszustand und iso-

tropes elastisches Material lautet:

Ox 1 2 0 Ex
Gy | = ,75...2. v 10 || & (24)
-—V -
Ty 0o o LY | |\ ju
v eyt
Qe H Ee

Die Hlementsteifigkeitsmatrix besitzt folgende Forms

Qe"'h'/ (-.Dg)Tﬁ (.DQ) dde (25)
Ae

mit h ¢ Dicke des Dlementes und Ae : Dreieckfliéc he

G, ist eine (6x6)=-Matrix. Bild 5 zeigh das Falksche Schema
zu den notwendigen Matrizenmultiplikationen.
H(3x3): (D&)
G (2x6)
D@ (3x6) und mg)H| | Ce (6x6)
D(3x2)
- (Dg)"

Bild 5: ggheu(:ggisohe Darstellung der Matrizenprodukte in

Co enthdlt immer genau so viel Zeilen und Spalten, wie das

Element Freiheitsgrade bvesitzt,
Dag Element~-Glelchungssystem 1st in Bild 6 dargestellt.



Ce
z 3 £

iy A a2 Ue fe
Vx Vy Vi Vy Vi Wy Ay ey
i Vix; fxi
Vg v
3 IFRE
SyMM o i _fﬁ;

W
Jé fve

Bild 6: Das ElementhleichungBSystem

Je Knotenpunkt entstehen hier in C, 2 Zeilen und 2 Spalten,
weil jeder Knoten 2 Preliheitsgrade besitazt,

23 Dreieckelement mit 6 Knoten (ebener Spannungszustand,
reiheilsgrade je Knoten

Y

hx

Bild 73 Dreieckelement mit Seitenmittenknoten

Die zwdlf geforderten Freiheitsgrade fiihren auf einen guadra-
tischen Verschiebungsansatzs

Aq

%)

ve 7 x y ¥y xyoo0o0o0 00 as
= 5 26
v9.0000007x‘yx‘g‘xy" —

An
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Die Natrizen D und H bleiben gegeniiber 2,3.,1. unverédndert. Da=-
mit entsteht eine (12x12)—Matrix,Qe . ‘
Die mit diesem Element gegeniiber 2.3.1., erzielbare héhere Ge-
nauigkeit erfordert einen erhshten Berechnungsaufwand.

Ebene (2 Knoten, 3 Freiheitsgrade je

Zo ; B X

Bild 8: Balken mit Elementkoordinatensystem Key=2z

Im Vergleich zu den bisher aufgefiilhrten Beispielen ergeben sich
einige Unterschiede:

a) Plir den Balken genligen offensichtlich 2 PFreiheliisgrade Jje
Knoten nicht, um an den Knotenpunkten Biegung zu libertra-
gen, Dafiir ist zusdtzlich je Knotenpunkt ein Moment erfor-

derlich, bzw, die Bereitstellung eines Drehfreiheitsgrades
?z um die z~Achse.

b) Weiterhin ist hier die Einfiihrung eines Elementkoordinaten—
systems (BKS) zweckméBig. Ein EKS ist immer dann von Vorteil,
wenn die Matrix C, in diesem System einfacher zu formulie-
ren ist als im globalen Strukturkoordinatensystem (SKS).

In den vorherigen Belspielen wurde auf das EKS verzichtet.
Siehe auch Abschnitt 2.4.4.

¢) Bin Verschiebungsansatz ist fiir den gtatisch belasteten Bal-
ken nicht unbedingt erforderlich, weil hier die Matrix
g, direkt (und exakt) aus Forménderungsbetrachtungen,der
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Biege-Differentialgleichung oder aus dem Satz von Castigliano
hergeleltet werden kann,

Entsprechend den 6 Freiheltsgraden des Elementes entsteht eine
(6x6)-Matnrix [ J

G L T N N B ) I
EA _EA
= ) ¢ Y o ¢
13 EI §EL, 12ET ek 1
) v yz ¢ - —%‘J (27)
o 6 E Iy, ‘/EI& ¢ 6EIy 2EIs
C £* £ F &
g % o o
T 2ET _ ééI
C i o v yzal
& ~%EIy 4Elz | alies im
£* £ EKS
mit A Querschnittsfléche
B s Llastizitdtemodul, I, 3 Fléchentrigheitsmoment um z ,
1

Lénge des Balkens, ?x, F& Kréfte im EKS, Ei Moment im

KS ‘

Gl., (27) beinhaltet keinenm Querkraftschub, Es handelt sich da-
mit um einen "Bernoulli-Balken",

Zur Herleitung von (27) ist auch ein Verschiebungsansatz mog-

lich:

Vi (X)
Ve (x) = x (%) = G (X) - Ue (28)

Vy (Xx)
Die Matrix G und die kontinulerliche Verschiebung v, sind hier
nur noch von der Koordinate x in Richtung der Balkenléngsachse
abhéngig., PFlir G gilt:

. 1~ % 0 0 v 0 0
0 |1-3@ a5 |x[1- %+ (8]0 |3(3) 2P| x[- % +(F)']
(29)

Die erste Zeile in G beschreibt die Léngenénderung v, in Ab-
héngigkeit von den diskreten Knotenverschiebungen in
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X=Richtungs

Va (x)= Vg + % (Vg = vig) (30)

Die zwelte Zeile fiir die Durchbiegung v (x) folgt aus der sta-
tischen Biegelinie, wenn als Randbedingungen die Verschiebune
gen Vy;, Vy, sowie die Verdrehungen {e 711 /24 @n den Knoten

I und J zur Bestimmung der Integrationskonstanten verwendet
werden.

Die in G enthaltenen Terme sind Ansatzfunktionen, die als
Hermite-Polynome interpretiert werden kdnnen /8/, /9/.

Binsetzen von (29) in den Term Qg von (16) bzw, in die modie

fizierte Porm speziell fiir den Balken

Ce-4-[ (D&)TH (D) dx (1
(¢]
liefert genau die in (27) gezeigte exakte Matrix C, .

Im Unterschied zur Statik kenn beim schwingenden Balken die
erforderliche Elementmassenmatrix nur néherungsweise formu-
liert werden, siehe Abschnitt 3.7,

2,4= Das groBe Gleichungssystem fir die Struktur

2e4te1, Formale Herleitung

Das Gesamtpotential 7/ entsteht als Summe aus allen Element=—
potentialens

ne ne
7T=; 77; =Z4(g- eT.C_:. Ue — l—!:_fe) (32)
= €=

mit ne : Anzahl der Elemente

Dabei erfolgt die Uberlagerung der Potentiale nur an den Kno-
tenpunkten,
Durch die t{Yberlagerung entstehts
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M=Fu"Cu-uf (33)
mit u Struktur-Knotenverschiebungsvektor (fiir sdmtliche
Knotenfreiheitsgrade) in Richtuhgen des Struk=-
turkoordinatensystems
¢  SBtruktursteifigkeitsmatrix
£ Strukturkraftvektor

Die Losungsbedingung (3) fiir statisches Gleichgewicht fihrt mit
(33) auf das groBe Gleichungssystem

Cu-=f (34)

e

C ist jetzt eine symmetrische Bandmatrix,

2042, Praktische Realisierung des Strukturgleichungssystems

Die Binordnung der Elementsteifigkeit smatrizen ge in die gro=

Be Matrix C erfolgt zweckmé&Big in Form von "Enotenblock-Un=-
termatrizen",

Jede Elementsteifigkeitsmatrix 148t sich in derartige knoten—
bezogene Matrizen gid auftellen, indem die Freiheitsgrade je-
des Knoten als Block behandelt werden.

In Bild 9 sind einige Beigpiele dargestellt,

Die Symmetrie der Matrix G, ist dadurch charakterisiert, daf
in der linken unteren Matrixhdlfte transponierte Untermatrizen
stehen, Allein die Freiheitsgradanzahl des Jjeweiligen Knotens
bestimmt die Dimension der Untermatrizen Oiy « Mit den im Bild
9 angefiihrten Untermatrizen handelt es sioh demnach um die fi-
niten Elemente der Abschnitte 2,3.3. und 2,3.1,
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Balkens .
d Vi Vy Fa
C‘ii Ci' Vx
/ Ce=| ‘1 2. B wit Cij = Vy
L] bl T. 9
T Q‘JJ gd'J' fz
Dreleclks
& Qiz’ QiJ' .C.'L'K Vx Vy y
gew g/l. -CJK 550 Bv mit gi/: \/‘;
i : S A Cuax
d
Bild 9: Beispiele filir die Aufteilung der Matrix C. in Unter-

matrizen Qj —e

Die gezeigte Aufteilung in Matrizen Cy. bleibt auch erhalten,
wenn es sich um Balken und Dreiecke im dreidimensionalen Raum
handelt., Derartige finite Elemente mit 6 Freiheitsgraden je
Knoten werden in GITRA3 verwendet, Dafiir hat jede Untermatrix
die in Bild 10 dargestellte (6x6)-Form infolge der 6 Freiheite-
grade Vs vy, Vo {&, f&, fq Je Knoten.

Vx Yy Vo ffy £z

Gij = e

Bild 10: Knotenblock-Untermatrix der finiten Elemente in
GITRA3

Daraus folgt sofort, dal der Balken im Raum eine (12x12)-

Matrix G, besitzt und das ebene 3-Knoten-Dreieck im Raum eine
(18x18)-Matrix.
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Die jeweils symmetrischen Untermatrizen gid liefern den Zusam-
menhang zwischen den Kraftgrbdfen ii am Knoten i und den durch
sie am Knoten j hervorgerufenen Verschiebungsgrdéfen u .

Im FEM=-Programm werden die Knotenblock-Untermatrizen jeder Ma-
trix ge entsprechend ihrer i-j=Indizierung in die Strukturstei-
figkeitsmatrix C eingeordnet, Dabei werden die Einzelwerte der
Untermatrizen auf schon vorhandene Werte bereits.einsortierter
Untermatrizen addiert, BEine derartige Uberlagerung kann natiir-
lich nur stattfinden, wenn verschiedene Hlemente gleiche Knoten
besitzen, d. h, wenn es sich um Koppelknoten handelt.

Bild 11 zeigt ein Beispiel fiir den Aufbau einer Strukturstel-
figkeitematrix C »

§ 3 6 : Tapoloyfe: Element Knoien
@% 1 45
@ B\ 2 44 3¢
Ny 1 3 612
| 1
y 5 by
C NIEY K ‘Bandbrgiter
=er" W[\ s 112 3 4 5§ 6|7 & ....hk
\\\\5~ 1|® v B O] | -
1346 21 V| ¥ A —
alglajo] 1 3l a o|a a L
_ |olalalal 3 — "
~€ " lolalalal 4 4 njes o -
olajolalé 5 \ . .
—C"—= 6 w v D a & . * 9 9
7 v
126 gl -
vivlv]1 7 oo symm.
g; = |vlv|v]2 .
S [v[v|v] ¢
nk .

Bild 11: Belegung der Matrix C fiir die ersten 3 Elemente einer
Struktur mit nk Knoten
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Die "Reglieanweisung"” flir das Programm zum Einsortieren der
Element~Untermatrizen 913 in die groBe Matrix C ist also die

vom Programm=Nutzer vorgegebene Topologie (Zuordnung der Kno-
ten zu den Elementen).

29403, Bandbreite, Bandweite und Profil der Strukitursteifig-
keit smatrix

Im Unterschied zur vollbesetzten Matrix C des Ritz-Verfahrens

/7/ entsteht bei finiten Elementen immer eine Bandmatrix mit
einer

Bandbreite bb

(maximale Knotenpunktdifferenz in der gesamten Struktur).
Diese Bandmatrix ist infolge der C ~Symmetrie bei Elastizi-
tdtsproblemen stets symmetrisch. Die beiden Eigenschaften
Symmetrie und Bandstruktur sind sehr gut zur Senkung derx
Speicheranforderung und Rechenzeit von FEMéProgfammen nut z=
bar, Die Bandbreite ist die maximal vorkommende Anzahl von
Knotenblock=-Untermatrizen auf einer Knotenblock=Zeile der
Matrix C (ohne Hauptdiagonalblock).

Die gesamte Matrix C besteht eigentlich aus nk® Untermatrizen
(nk: Anzahl der Knoten)., Fiir die Ldsung des groBen Gleichungs—
systems (34) miissen jedoch nur die im Band liegenden Unter—
matrizen beriicksichtigt werden, deren Anzahl nk - (bb + 1)
ist. (Die im Bild 11 eingezeichnete Bandbreite gilt nur fiir
die ersten 3 Elemente, bb kann fiir nachfolgende Elemente noch
groBer werden).

Im Unterschied zur Bandbreite wird als

Bandweite bw

die maximal vorkommende Anzahl von Matrix-Einzelwerten in
einer einzelnen Zeile der Matrix C bezeichnet:

bw = n1 + (bb + 1) (3%)
mit n1: Anzahl der Freiheitsgrade eines Knotens.

Die Matrix C besteht eigentlich aus n® Einzelwerten (mit ns
Anzahl der Freiheitsgrade der gesamten Struktur). Infolge
Symmetrie und Bandstruktur sind aber maximal nur n - bw Werte
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zur Losung des Gleichungssystems zu verarbeiten.

Zur Losung des groBen Glelchungssystems (34) sind ndherungs=—
wel se

k=~% n bw? (36)
arithmetische Operationen erforderlich, d, h., die Bandweite
beeinflullt guadratisch die Rechenzeit, wdhrend die Anzahl der
Knoten (bzw. der Freiheitsgrade) nur linear eingeht und die
der Blemente sogar ohne EinfluB ist.

Die Bandbreite bzw. die Bandweite ist nur von der Knoten-Nume-
rierung der Struktur abhingig, d. h, die Rechenzeit wird maf-
geblich von der vorgegebenen Numerierung beeinfluBt, Bild 12

zelgt ein Beispiel fiir eine Struktur, die lediglich in ihrer
Knoten-Numerierung varilert wurde,.

b) g2 "
> \ &
7 4 2
bb LR
712 3 ¢|5 ¢ 7 712 3|4 &5 6 7
114 | & ‘\L“W 71714 4] 4
2lalB|V|%| § 2|al|% v
3 viv|v :__ 3|alalB|v
jlal¥|Via { 4 viviv -!
5 &

Bild 12: Verénderung der Matrix C infolge verdnderter Knoten-
Numerierung

Fir dieses Beispiel gilt; a) bb =3 , bw = 8 , bu® = 64
D) bb=2, bw=6, bwe = 36

Die Berechnung beider Strukturen fihrt auf identische Verfor-
mungsergebnisse, aber flir die Struktur a) wird beim Losen des
Gleichungssystems fast die doppelte Rechenzelt gegenﬁber b)
bendtigt.
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Das Phénomen der Rechenzeitbeeinflussung durch die Knoten-Nue
mierung hat bereits vor Jahren eine breite theoretische Ent-
wicklung ausgeldst, filir dis zwei Hauptrichtungen erkennbar
sind, Die eine Richtung basiert auf GauBschen HEliminations=—
verfahren zur Losung des Gleichungssystems, dessen Bandbreite
zuvor durch ein Zusatzprogramm automatisch optimiert wird,
Die andere Richtung wird durch das von Irons begriindete Front-
l8sungsverfahren /10/ (frontal solution method) représentiert,
bei dem die Optimierung der Bandbreite entfdllt., Dieses Ver-
fahren bereitet jedoch bei der LOsung von Gleichungssystemen
mit mehreren rechten Seiten (d. h., mehrere Lastfdlle, sukzes~
sive Lasterhthung oder simultane Eigenwertberechnung) gréBere
Schwierigkeiten. In vielen FEM~Programmen wird deshalb das
GauBsche Verfahren in Verbindung mit leistungsféhigen Al-
gorithmen zur Bandbreitenoptimierung bvevorzugt., Besonders ef-
fektiv ist das nur filr symmetrische Matrizen geeignete Choles-
ky-Verfahren /11/, /12/, das eine Variante des GauBschen Ver-
fahrens darstellt,

Als Optimierungsalgorithmen fiir die Bandbreite haben sich
graphentheoretisch begriindete Verfahren durchgesetzt, insbe-
sondere der Algorithmus nach Cuthill/McKee /13/ und dessen
Modifikationen /14/, /15/, /16/.

Bei néherer Betrachtung der Bandmatrix C f&llt auf, da8 inner-
halb des Bandes zahlreiche Untermatrizen nicht belegt sind,
Die Belegung der Matrix kann verschieden interpretiert werden,
%z, B, in Form "horizontaler Kllifte", Bild 13.

Infolge dieser Interpretation entsteht das
Zeilenprofil der Bandmatrix.,

Dieses Profil ist die Summe aller mit Werten beleglien Unter-

matrizen, wobeli je Knotenzeile auch nicht belegte Untermatryi-
zen mitgezdhlt werden, die links von der am weitesten rechis

stehenden Untermatrix angeordnet sind. Nicht mitgezdhlt wer—

den hier die Hauptdiagonal-Untermatrizen.
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bb

\i7722/238

IO
i

(1)

Bild 13: Matrix C mit Hauptdiagonalblécken (1) und Zeilen-—
profil (2)

Auch hier existieren bereits Algorithmen zur Losung des Gleli=-
chungsesystems, die nur das Profil der Matrix zur Berechnung
verwenden und somit zum Teil erheblich Rechenzeit einsparen,
Weiterhin kann such das Profil aupomatisch optimiert werden,
gumeiet in Verbindung mit der Bandbreite.

Flir eine geringe Rechenzeit sind deshalb profilberiicksichti~-
gende Algorithmen zur Losung des Gleichungssystems unter Vor-
schaltung eines Programms zur automatischen Bandbreiten~ und
Profilminimierung am effektivsten, Derartige Algorithmen wer—
den in GITRA3 genutzt, indem ein modifiziertes Cholesky-Ver-
fahren /17/ und eine Bandbreiten-.und Profilminimierung nach
Gibbs, Poole und Stockmeyer /16/ verwendet wird, Im Unterschied
zum herkémmlichen Cholesky~Verfahren erfolgt in GITRA3 eine -
"Riickwdr t s"-Dreieckzerlegung, dann Riickwértseinsetzen und ab-
schlieBend Vorwértseinsetzen, Damit bleiben die horizontalen
Kliifte des Profils widhrend der Dreieckzerlegung erhalten,

Bei diesem Algorithmus ist nicht die Bandbreite bzw., Bandweite
flir die Rechenzeit entscheidend, sondern die Grofe des Pro-
fils.
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24,4, Koordinatentransformation vom EKS ins SKS

Wird die Hlementsteifigkeitsmatrix €, in einem Elementkoordi-
natensystem (EKS) beschrieben, das picht parallel zum Struk-
turkoordinatensystem (SKS) liegt, so ist vor der Einordnung
der Knotenblock~Untermatrizen Gy 4 in die Matrix C eine Koordi-
natentransformation erforderlich,

Die beim groBen Gleichungssystem zu berechnenden Verschie bungs—
groflen u beziehen sich generell auf das S8KS. Die Verschiebungs—
apngétze ln einem gedrehten EKS liefern aber Verschiebungsgro-
Ben §; , die Komponenten u, besziiglich des SKS bilden, Der
Zusammenhang zwlschen diesen GréBen wird durch eine "Element-—
Koordinatentransformationsmatrix" I, geliefert:

Ue=Te¢ « Ue (37

Auch fir die Krédfte entstehen Komponenten:

f;’Ic - fe (38)

Das im Abschnitt 2.,2. hergeleitete Gleichungssystem (18) fiir
ein finites Element kann nun préziser fir das EKS formuliert
werdent

2
2

@
<

e

.= fe (39)

Um Verschiebungskomponenten Yy im SKS zu erhalten, sind die
Beziehungen (37) und (38) in (39) einzusetzen. Die quadratii-
sche Matrix T, ist hier eine Qrthogonalmatrix, d. h. es gilt

Te-4 e TeT (40)

Unter Beriicksichtigung dieser Eigenschaft wird aus (39):

(IeT.Ce Ie ) ,_U._e e fe (41)

Vor dem Einsortieren der Untermatrizen C;. in die Matrix C ist
also bei nichtparallelen EKS und SKS die Transformation



26

R A oy 2)

s

auszufithren. Auch diese Transformation wird bezliglich der Kno-
tenblock-Untermatrizen praktisch realisiert, d. he

Cij = I/cT _C.Jq Tk (43)

mit ﬁ;a Untermatrix im EKS, I, Knoten-Koordinatentransforme=
tionsmatrixe.

Die Matrix gkAist grundsétzlich von gleicher Dimension wie
gij °

3, besteht aus einer oder mehreren gleichen (3x3)-Matrizen T,
die jewelils 9 Richtungscosinus-Werte R1 bis R9 enthalten:

- R R+ R7
T =| R2 R5 R8 (44)
R3 R6 R9
mit R1 = cos (xX) R2 = cos (xy) R3 = cos (xz)
- R4 = cos (JX) R5 =cos (§y¥)  R6 = cos (y2) (45)
R7? = cos (zX) R8 = cos (zY) R9 = cos (22)

Die Werte R1 bis R9 héngen nur von der lage des finiten Elew
mentes im SKS ab. In (45) bedeutet z. B, cos (xy): Komponente
der Elementachse ¥ bezliglich der Strukbturachse x .

Die Matrizen I sind in I, und I, stets als Hauptdiagonal-Unter=—
matrizen angeordnet. '

Beispiele |
a) Balken in der Ebene (Abschnitt 2.3.3,, Bild 8)
Der Balken ist um den Winkel )~ gegeniiber dem SK8 gedreht,
z und 7z liegen parallel und zeigen in die gleiche Richtung, .
also .
R9 = cos (22) = + 1
Weiterhin gilts

R1 = cos (xX) =cosf R4 = cos (yX)
R2 = cos (xy) =-sin ) RS = cos (YY)

i
U

sin ¥
cos )

#
L
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Die anderen Richtungscosinus-Werte sind Null, weil ¥ und 7
keine Komponenten auf z und 2z keine Anteile auf y und x
liefern, Damit entsteht flr den ebenen Balken:

cosf sinf O

2 = | -sin} cosf O (46)
0 0 1
Plir diesen Balken gilt:
3 o= (47)
wnd I, Q z 9
T = = ‘ 48)
- QI o I

b) Dreieck im Raum mit 3 Knoten und 6 Freiheitsgraden ge
Knoten (GITRA3-Element, siehe Bild 14)
p4
A

X
Bild 14: Dreieck mit beliebiger Lage im SKS

Piir eine beliebige Lage im Raum ist T voll besetzt, Weil je
Knoten eine (6x6)-Matrix &4 entsteht, gehdrt dazu eine I~
Matrix gleicher Dimensions

T 0

21{ = - ' (4‘9)
g I

Zur (18x18)=Matrix C, entsteht dann die ebenso grofle Mae
trix I, ¢
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]T I_ Null

|
bay
o o

I (50)
T
Null T
T

o
1
!

i
o o
—Hlo o

Die 9 Richtungscosinus~Werte werden in GITRA3 aubtomatisch
aus den Raumkoordinaten der Dreieck-Knoten i, j und k be-
rechnet,

Beim Viereck werden die Koordinaten der drei zuerst angegebe-
nen Knoten verwendet,

Plir Balken und Federn genligen jedoch die zwei Knotenpunkte
nicht, um die Matrix I vollstédndig zu bestimmen, Deshalb ist
hier zusétzlich vom Programm-Nutzer der Winkel ALPHA anzuge=-

geben, der die Drehung des EXKS um die Elementachse X kenne
zeichnet, siehe Anwendungsbeschreibung (Anlage).

2.445. Beriicksichtigung fester und teilverschieblicher lager

Die bisher beschriebene Struktursteifigkeitsmatrix C ist eine
singulédre Matrix.

Damit ist das Gleichungsseystem (34) zundchst nicht loésbar,

Das Gleichungssystem kann erst aufgeldst werden, wenn jegli-
che Starrkérperbewegung der Struktur bel Belastung verhindert
wird,

Die Festlegung der Geometrie und Materialeigenschaften in den
Elementsteifigkeitsmatrizen O, fihrt faktisch zu einer "“im
schwerelosen Raum héngenden" Struktur. Wird diese Struktur be-
lastet, so kann sie nur ohne Verformung ausweichen, d. h. sie
kann nur mit Starrkérperbewegung reagieren, Die mathematische
Konsequenz zu diesem physikalischen Verhalten ist die Singu-
laritédt der Matrix C. Die vom Nutzer vorgegebenen Randbedin-
gungen miissen mindestens die Starrkdrperverschiebungen und
-verdrehungen verhindern, Das geschieht durch Vorgabe von Fesgt=-

lagern und/oder teilverschieblichen lagern an den Knoten der
finiten Elemente, Bei Festlagern sind alle 6 Freiheitsgrade
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verhindert, bei teilverschieblichen Lagern nur einzelne aug=

gewédhlte Freiheitsgrade. Zur Beriicksichtigung der Lager sind

zwel Wege iliblichs

a) Wdhrend des Programmablaufes werden im groBSen Gleichungs-
system die entsprechenden Zeilen und Spalten eliminiert.
Es entsteht ein reduziertes Gleichungssystem, deren Zeilen
und Spalten zum Tell neu numeriert sind,

b) Auf das Hauptdiagonalelement des entsprechenden Freiheit s—
grades wird ein willkiirlicher grofer Steifigkeitswert ge-
setzt und im Kraftvektor wird eine Null angegeben, Dann
entsteht bei der Losung des Gleichungssystems flir diesen
Preihelit sgrad néherungsweise eine Verformung gleich Null,

In GITRA3 werden die Festlager nach Weg a) und die teilverpw
schieblichen Lager nach Weg b) verarbeitet.

2o4s6, Umrechnung beliebiger Belastung auf Knotenbelastungen
in_SKS

Auch die Belastung der finiten Elemente kann nur an den Knoten
erfolgen, Fir Einzelkré&fte und -momente sind demzufolge Kno-
ten an lLastangriffspunkien festzulegen. Vor der Berechnung mufl
die Belastung in Richtungen des Strukturkoordinatensystems
vorliegen., Deshalb sind vom SKS abweichende Krdfte und Monmente
vor der Eingabe in Komponenten beziiglich des SK8 zu zerlegen.

Weiterhin miissen Fléchen= und Linienlasten in dquivalente
Knoteneinzelkrdfte und -momente umgerechnet werden, Diese
Einzelwerte sind so zu berechnen, dafl die Verformung an den
Knoten exakt der Verformung entspricht, die sich aus der Flé-
chen~ oder Linienlast ergeben wiirde,

Die Umrechnung der Fléchen- und Linienlasten exrfolgt bezliglich
der belasteten Kanten der finiten Elemente, Im Falle finiter
Elemente mit 6 Freilheitsgraden je Knoten ergeben sich dann

fir jede Kante zweil feste Einspannungen, fiir die praktisch
"Aauflager™ zu berechnen sind,., Fir rédumliche Probleme ist da—
beil eine getrennte Betrachtung in den drei mdglichen Ebenen
vorteilhaft, Bild 15 zeigt flir eine Ebene die notwendigen Be-
ziehungen,. Fir die 6 unbekannten Auflagergrifen dieser Ebene
stehen nur 3 Gleichgewichtsbeziehungen zur Verfiigung. Das
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Problem ist also 3fach statiscoh unbestimmt und kann nur durch
zusédtzliche Pormé&nderungsbetrachtungen, z. B, mit Hilfe des
Satzes von Castigliano, geldst werden,

M .
¢ YYYTYIY LY wwrwierwrgﬁ&
A \ B
b + Kante ? =
A 5
-~ LA‘f'LB""O'
finites
Element b: Fa tFg-gL=0

AV: My -Mg + Fal -Fgl’=0

Bild 153 Iirsetzen einer Linienlast q durch Knotenkrédfte und
=momente

Dag BErgebnis flir konstante Streckenlast q liber eine Kante der
Lénge 1 lautet:

(51

o
L]
w'd
i
-
o,

In Bild 16 sind einige Beispiele zu #quivalenten Knotenbela-
stungen dargestellt,

Nur im Falle gleich langer Kanten heben sich die Knoteneinzel-
momente benachbarter Kanten gegenseitig auf,

Auch Fléchenlasten sind mittels Gleichgewichts~ und Fofmﬁn-

derungsbetrachtungen auf dquivalente Knoteneinzelbelastungen
zu liberfiihren.
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Bild 16: Beispiele zu #quivalenten Knotenbelastungen fiir
Strukturen mit Balken, Dreiecken und Vierecken
unter konstanter Streckenlast q
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2s50 Arbeitsweise eines FEM-Programmes fiir Verschiebungen

Vom Nutzer muB zuerst das Berechnungsmodell entsprechend
Tlementkatalog aufbereitet werden.,

Dann ergeben sich fiir gtatische Verschiebungen folgende Pro-
grammschrittes

1 Dateneingabe im Dialogs
Knotenkoordinaten im SKE, Topologie, Lagerungsbedingungen,

Belastung an Knoten im SK8

Mit der Topologie wird die Bandbreite und das Profil der
Matrix @ fixiert, Im Interesse minimaler Rechenzeit sollte
der Aufbau der Matrix C automatisch mittels

2e Bandbreiten= und Profilminimierung
optimiert werden,

Das Ergebnis ist eine neue Topologie, die nur intern im
Rechner verwendet wird. Danach folgt:

3s Aufbau aller Blementsteifigkeitsmatrizen ge im EKS und

Transformation der Matrizen ge ins SK&

4o Aufbau der Struktursteifigkeitsmatrix C
in Form von Knotenblock-Untermatrizen G, 5 der einzelnen
finiten Elemente

5e LOsung des statischen Gleichungssystems (30)

Bventuell flir mehrere statische Lastfédlle (dann wird die
relativ aufwendige Dreieckzerlegung nur einmal durchgefiihrt
und fiir jeden weiteren Lastfall wieder verwendet).

Im Ergebnis der statischen Berechnung liegen fir jeden Knoten
diskrete Verformungen (Verschiebungen und Verdrehungen) vor.,

Die Berechnung von Schnittreaktionen und Spannungen kann erst

danach erfolgen (postprocessing).

Zur Berechnung dynamischer Verformungen ist stets eine Eigep-—
wertberechnung erforderlich, die einen mehrfach hoheven Auf-~
wand gegeniiber einer statischen Berechnung bedeutet, siehe
Abschnitt 2,8,
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Mir die Eigenwertberechnung sind folgende zusétzliche Programm=
schritte erforderlichs:

Zu 3.¢ Aufbau aller Elementmassenmatrizen
im EKS und deren Transformation ins SKS

Zu 4.3 Aufbau einer Strukturmassenmatrix M
analog zur Matrix C

Zu 5.3 Losung des Eigenwertproblems,
siehe Abschnitt 2.8.2¢
Auch hier wird die Cholesky~Dreieckzerlegung einmal bee
nétigt, Dann wird das Eigenwertproblem iterativ geldet.
Jeder Iterationsschritt kann unter Umstédnden bolange
wlie die Berechnung eines statlischen lastfalles dauern
- das iLst vor allem von der Anzahl der gewlinschten
Bigenfrequenzen abhingig = .

Ergebnisse der dynamischen Berechnung sind die Eigenw-
frequenzen und die zugehdrigen Eigenschwingformen

(d. h. pormierte diskrete Verschiebungen und Verdrehun-
gen je Knoten).,

Nach Berechnung der Eigenwerte und ~vektoren konnen er—
zwungene gedémpfte Schwingungen rationell analysiert
werden.,

2+6, Spannungsverteilungen in Fléchenalementeg

Die Spannungen werden bel Verschiebungs-FEM=-Programmen nach=
trdglich berechnet und gehdren damit zum "postprocessing".
Wahrend beim statisch belasteten Balken auch fiir die Spannungs—
berechnung theoretisch die exakten Werte ermittelbar sind, gibt
es bei Fléchenelementen géganﬁber den gendherten Verschiebungs—
ergebnissen eine zusétzliche Fehlerquote der Spannungen., Die
Ursache ist die direkte oder indirekte Verwendung der Cauchy~-
schen Gleichungen: Die Dehnungen und damit die Spannungen kin-
nen nur mit Hilfe partieller Ableitungen aus den diskreten
Knotenverformungen berechnet werden., Daraus folgen Spannungs-
springe an den Knoten, dle sogar als Fehlerindikator verwend-
bar sind, siehe Abschnitt 2,7.
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Die Spannungen sind den Dehnungen proportional, solange das
Hookesche Gesetz gilt, Durch Binsetzen der Gl. (9) in (6) ent~-
gteht fir die Dehnungen

Ee=DAde - o (52)
oder

Ee = _\_/ Qe ~ e (53)
mit V=DN : "Werzerrungsmatrix"

Mit der Matrix V kann die Dehnungsverteilung und damit quali-
tativ auch die Spannungsverteilung je Element iibersichtlich
dargestellt werden,

/
Beispiele
a) Dreieck mit 3 Knoten (Abschnitt 2.3.1,)

5% ©
5 1 xy 0 0 O
L=RE= 0 55 (54)
2 2 0O 00 1 x ¥
29X Y '

(54) liefert:

o
-
O
O
O

0

1 (55)
o 0 1 0 1 0

i<
#
O
O
O
O
O

Das Dehnungsfeld im Innern des Dreieckes ist hier unabhiéngig
von den Koordinaten x und.y , d. he es wird mit dem linearen
Verschiebungsansatz eine konstante Dehnung bzw, eine konsgtante
Spannung je Element erzeugt, siehe Bild 17,



Bild 17: Sgannungaverteilung fiir Dreiecke mit
a) linearem und b) quadratischem Verschie bungsansatz
in der x=-y-Kbene

b)fDreieek mit 6 Knoten (Abschnitt 2.3.2.)

0 1 0 2x 0 y O 0] 0 0 0 0
Yy =| 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 x
Q 0 1 Q0 Ry x 0 1 0 2x 0 y
(56)
£, und damit §% héngen jetzt linear von x und y ab. Trobtz-

dem entstehen an den Knoten Spriinge 4& bzw. A6, Bild 17.
Auch hbherranglge Ansédtze kinnendie Spriinge nur mildern.

267 Genauigkeit der berechneten Losungen

Die Methode der finiten Elemente liefert (wie jedes Nédherungs-
verfahren) Krgebnisse, die fehlerbehaftet sind. Diese Verfah-
rensfehler sind mitunter wesentlich geringer als die Model-
lierungsfehler, die vom Nutzer zwangsléufig gemacht werden.
Derartige Fehler entstehen bei der Idealisierung des realen
Bauteiles und seiner Belastung in einem Berechnungsmodell, das
wiederum nur aus den zur Verfligung stehenden finiten Elemente
typen aufgebaut werden kann, Mangelnde Kenntnisse und Erfah-
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rungen konnen sogar zu widersinniger Modellierung fihren und

damit zu vollig falschen Ergebnissen, die nichts mit den Ver-
fahrensfehlern der FEM zu tun haben,

Nachfolgend werden FEM~-Verfahrensfehler diskutiert.

Pauschal gilts Mit zunehmender Anzahl der Knoten konvergiert
die Losung der FEM gegen den exakten Wert. Die Erhdhung der
Knotenanzahl kann auf zwei Wegen realisiert werden:

a) Mehr Elemente verwenden, d, h. die Vernetzung des Gebietes
verfeinern, Dieser Weg fihrt zur "h-Konvergenz".

b) Elemente mit Ansétzen hoherer Ordnung verwendens
"p=Konvergenz",

Beide Wege haben ihre spezifischen Grenzen. Der Grad der An=-
satzfunktion kann nicht beliebig erhoht werden, weil dann der
Umfang der daraus folgehden Ilementmatrizen lawinenartig anw
steigt. (Dieser Sachverhalt wird bereits beim Ubergang zum
quadratischen Verschiebungsansatz im Abschnitt 2,3.2. deut=
110110)

Andererselts kann eine Struktur auch nicht mit einfachen Elew-
menten beliebig fein vernetzt werden, weil damit die Anzahl
der Freiheitsgrade und somit die GroBe des zu lUsenden Glei-
chungsesystems ebenso wie bei p~Konvergenz die Speicherkapazi-
t&t und Rechenzeit jedes Computers iliberfordert. AuBerdem tre-
ten bei zu groBer Knotenanzahl fiir beide Wege numerische In-
stabilitéten beim Losen des Gleichungssystems auf.

Pinite Elemente mit Verschiebungsansitzen fihren gegeniiber der
exakten Ldosung auf zu grofle Steifigkeit, d. h. es werden zu
kleine Verformungen und Spannungen und zu grole Higenfrequen=
zen berechnet,

Diese Aussage gilt jedoch nur fiir das Gesamtgebiet. Fir lokale
Gebiete, insbesondere bei Spannungskonzentration, kann das Ge~-
gentell zutreffen! | “
Begriindet ist dieses Paradoxon durch die Tatsache, daB die
FEM ein Gebietswertverfahren darstellt. Der Wert des elasti-
schen Gesamtpotentials wird aus der Summe der Elementpoten=
tiale gebildet, wobei die Elementpotentiale jeweils gréfer
oder kleiner als der exakte Wert sein kdnnen, Daraus folgt,
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daB jede Vernetzung einer Struktur in finite Elemente ein
spezifisches und mathematisch nicht erfaBbares Konvergenz~
verhalten der lokalen Gebiete zur Folge hat, Die Konvergensz
kann vom Nutzer durch folgende MaBnahmen iiberpriift werden:

a) Vergleich mit analytischen L&sungen

b) Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

¢) Iterative Netzverfeinerung und Vergleich der Losungen
untereinander,

Die MaBnahme a) setzt das Vorhandensein eines analytischen Be~
vechnungsmodells voraus, das weitgehend der FENM=Btruktur ent-
spricht. Ansonsten ist der Vergleloch infolge eines zu groflen
Modellierungsfehlers zwischen dem analytischen und numerischen
(FEM) Berechnungsmodell unzuléssig!

Belm Verglelich mit experimentellen Ergebnissen ist wieder der
Modellierungsfehler zu beachten und dariiber hinaus der Ein-
flull unvermeidbarer meRtechnischer Fehler.

Die MaBnahme c¢) ist nur flr lokale Gebiete zu empfehlen, weil
ansonsten die Kapazitédt des Computers schnell erschopft ist.

Zur 'Unterstiitzung des Nutzers bei der Beurteilung lokaler Kon-
vergenz gibt es trotz der genannten Echwierigkeiten programm-—
technische Hilfsmittel. Bei derartigen (indirekten) Verfahren
wird der Effekt ausgenutzt, daB eine genaue Verfoimungs~Lo-
sung kontinuierlichere Verteilungen der inneren Kriéfte und der
-Spannungen liefert als eine schlechtere Lésung. Als Bewertungs-
kriterien sind unter anderem mdéglich /18/: Erfiillung der
Gleichgewichtsbedingungen im Element, Spannungsunterschiede

am Rand, sowie Spannungsunterschiede angrenzender Elemente je
Knotenpunkt, Dariiber hinaus konnen auch Diskontinuitéten von
Energieverteilungen als Kriterium verwendet werden /19/,
Spannungsunterschiede an Knotenpunkten gelten als besonders

bésartiges Fehlerkriterium und wurden bereits von Schnack
/20/ fur rotationssymmetrische Probleme zur Ermittlung oberer

Tehlerschranken eingesetzt,

Der Fehler in den Spannungsverteilungen wird generell durch
lokale Mittelung geometrisch angrenzender Werte gesenkt.
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In GITRA3 werden an jedem Knotenpunkt die Spannungen angren-
zender Fléchenelemente zu einer Knoten=Spannung gemittelt.
AunBerdem werden relative Knoten-Spannungsspriinge AG (in %)
fiir jeden Knoten nach folgender Formel berechnet:

4B, "
SV iax
ges
mit ASGbmax : Max. Sprung der Vergleichsspannung am
i Knoten i (in MPa)
SVmax : GroRte gemittelte Knoten-Vergleichsspannung
ges ‘

in der gesamten Struktur (in MPa)

wobei als Verglelichsspannung die Spannung (3§ nach der Ge-
stalt8nderungsenergiehypothese benutzt wird (fiir die Spannun-
gen 6‘55’ 6”3?, Tgy in der Xy-Ebene des EKS) s

6, -7 65 + 65 ~ 6207 +3Tzg® (58)

Die Verwendung einer Vergleichsspannung (skalare Spannungsgro-
Be) erleichtert die Mittelung der Elementspannungen in den
Knoten.

Vom Anwender kann von vornherein eine geringe Fehlerquote er-
zielt werden, wenn die Vernetzung an die zu erwartende Span-
nungsverteilung in der Struktur angepaft wird /24/, d. he bei
Spannungskonzentration muB feiner vernetzt werden als in Gebie-
ten mit gleichméBiger Spannungsverteilung. Weil die Spannungs-
verteilung nicht nur von der Geometrie der Struktur abhéngt,
miite fiir jeden statischen Lastfall und jede Eigenschwingform
eine optimale Vernetzung gesucht werden, wenn der Fehler ab-
solut minimal sein soll,

Die in GITRA3 angegebenen relativen Spannungsspriinge sind nur
als Orientierungshilfe fir schlechte Vernetzungen zu werten,
Der tatsdchliche Fehler kann schon deshalb niedriger sein, weil
die angegebenen Knotenspannungen gemittelte Werte darstellen,
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2.8, Anwendung der FEM auf Schwingungsprobleme

228:1, Das Bewegungs-Differenttialgleichungssystem fir unge-
- déampfte Schwingungen

Der Ausgangspunkt fiir dynamische Berechnungen ist das Hamil~
tonsche Prinzips

t
fL dt = stationdr (59)
2
mit der Lagrangeschen Funktion
L=T«T (60)
und T : kinetische Energie, TI's elastisches Potential,
¥ 3 Zeit

Wie bei der Behandlung statischer Probleme gilt Gl. (59) eben-
falls elementweise, d. h. fir 1 Element gilt:

5]
J( L, 4t = stationér (61)
4
mit
Le = Te - 7Te (62)

Die kinetische FEnergie eines Elementes lautet:

1, =%/9 %' v, dV (63)
v

mit [ Dichte und  15(X,y,z)s kontinuierliches Geschwindig-
keitsteld je Element und ( )°* = Szl zZeitableitung

Gl. (63) stellt eine Erweiterung der bekannten skalaren Be-
zlehung

T = % mw2

mit m=?.V
fiir die kinetische Energie einer Masse m dar, die eine Ge-
schwindigkeit w besitzt,

Analog zur Statik wird die kontinuierliche Geschwindigkeit

v, durch eine an den Knoten gliltige Geschwindigkeit y. er-
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setzt. Auch hier wird eine Formfunktionsmatrix verwendet:

% = G Ue (64)

Die Matrix'g'muﬁ nicht mit der Matrix G fiir den statischen
Verschiebungsansatz ilibereinstimmen,

Mit (6Y) wird (%) zus

(/ OT v
Tez}_" Ue Me Ue (65)
Dabei ist M, die Elementmassenmatrix
~ T o~
Mwy[@ G dVv (66)
%

Einsetzen von (17) und (%%; in (5%) liefert die Lagrangesche
Funktion fiir ein Elements o2

-
Le:% e..[\je

i
I=.

4 T .
e ~ 7 Ue _Ce Ue + _LieT ]_[_e (67)

Zu jedem Variationsproblem gehdrt ein Satz Bulerscher Dif-
ferentialgleichungen, der das Problem villig dquivalent bew
schreibt,

Die zum Variationsproblem (59) bzw. (61) gehdrenden Euler-
schen Differentialgleichungen lauten:

d [Ote) _ dLe _
dt (age) 2 Ue = -

In der Mechanik bezeichnet man diese Glelichungen als Lagran=-
gesche Bewegungsgleichungen 2, Art,.

Gl. (68) angewendet auf (67) fiilhrt auf das Bewegungs~RDifferen-
tialgleichungssystem flr 1 Element:

Me ge + Ce Ue = fe ' (69)

mit li. 3 Enotenbeschleunigungsvektor des Elementes, Damit
wird die Statik um Trégheitskréfte M, U, erweltert.
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Fir die Gesambtstruktur entsteht das groRle Bewegungs-Differen-
tialgleichungssystem

MG + Cul(t) = f(t) (70)

mit M  Strukturmassenmatrix

29

und u  Struktur-~Knotenbeschleunigungsvektor (in Richtungen
des Strukturkoordinatensystems).

2.8.2. liipenwertberechnung fir ungedémpfte Schwingungen

Pir frele Schwingungen (d. h, flir gelagerte Strukturen ohne
duBere Schwingungsanregung) wird (70) zu:

Mit)+ Cu(t) =0 (71

Zur Ermittlung der daraus folgenden Eigenwerte geniigt ein ein-
facher Losungsansatz:

U(t) = x- cos wt (72)
Damit werden die (jetzt zeitabhéngigen) unbekannten Knotenver-
schiebungen u(t) der schwingendenlStruktur durch unbekannte
zeitunabhéngige Amplituden x fir jeden Freiheitsgrad und die
zugehorige unbekannte Ligenkreisfrequenz w ersetzt. ,k=>c02
wird als Bigenwert bezeichnet, x ist der Eigenvekfor, der die
Ligenschwingform der Struktur bildet, Zu jedem Eigenwert ge-
hért eine Schwingform, In Bild 18 ist filir einen Freiheitsgrad
der Ansatz (72) dargestellt.

- 3
Us= Vxq

b u.y('t)

T=4L

e~ e

Bild 18: Knotenverschiebung vy eines Punktes ™" als harmoni=-
sche Zeitfunktion uqft) mit Schwingungsdauer T
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Aug (32) folgt:

U(t) =-w’ x cos wt (73)

Einsetzen von (%2) und (%3) in (¥%) liefert:

(Q-wll‘_’l)gg=0 (74)

IG’)J

mit £ s charakteristische Matrix

(74) wird als allgemeines Matrizen-Eigenwertproblem bezeichnet
(Eigenwertproblem des Matrizenpaares C und M),

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren sbtehen direkte
und iterative Losungsverfahren zur Verfligung.

a) Direkte BigenwertlOsung
Das Glelchungssystem (7%) hat nur dann nichttriviale L&sungen

ungleich Null, wenn die Koeffizientendeterminante verschwin-
dets

det S =]g - WM (75)

Aug (71) folgt mit A=w? die "charakteristische Gleichung":

~1
a-nAn-"an_1)\n ""...+CL2_/\2.+CL1A+CL°=0' (76)

Die Koeffizienten a, bis &, entstehen durch Ausmultiplizieren
‘der Determinante. Die Nullstellen Ay (k =1 bis n) dieser
Polynomgleichung sind die gesuchten Eigenwerte. Wéhrend bel
Kontinuum~-Strukturen theoretisch unendlich viele Eigenwerte
existieren, kann es bei EEM—Strukturen'nur~sovie1 Eigenwerte n
wie Freiheltsgrade geben, wobei aber die hoheren Eigenwerte
sehr stark von der Strukiuridealisierung abhéngen und damit
immer schlechter das tatséchliche Schwingungsverhalten repré-
sentieren,

Wenn die Nullstellen lk durch ein geeignetes Lbsungsverfahren
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bekannt sind, wird jeder berechnete Eigenwert einzeln in Gl.
(74) eingesetzt und damit die zugehdrige Schwingform X, bee-
rechnet. i

Infolge des Vektors Q auf der rechten Seite in (74) sind
grundsitzlich nur pnormierte Werte flir jeden Eigenvektor X,
ermittelbar,

Im allgemeinen wird je Schwingform willkiirlich ein Freiheits-
grad als BezugsgroBe verwendet, fiir den nach der Berechnung im
Irgebnis eine 1 erscheint,

In GITRA3 wird jede Schwingform so normiert, daB die jeweils
groBte Amplitude aller Verschiebungswerte gleich 1 ist. Damit
kénnen bei den Verdrehungen durchaus Werte groéBer 4 erscheinen!

Gle (76) ist nur fiir kleine n praktikabel l&sbar, weil die
Nullstellenermittlung schon flir n = 3 erhebliche Schwierig-
keiten bereitet, Deshalb werden als Alternative iterative Ver-
fahren bei der numerischen Berechnung bevorzugt,

b) Iterative Eigenwertlbsungan

Zu diesem Losungsverfahren gehdrt zundchst die Rotationsmetho=
de nach Jacobi /12/, /22/. Dabei wird schrittweise die Steifig-
kelits= und die Massenmatrix jeweils zu einer Diagonalmatrix
iberfithrt., Aus den Diagonalmatrizen werden dann alle Eigenwer-
te und Higenvektoren des Systems ermittelt. Weil alle Werte be-
rechnet werden, ist auch diese Methode flir eine groRe Frei-
heitsgrad-Anzahl nicht zu.empfehlen.,

In der Dynamik sind vorwiegend die niedrigsten Eigenwerte von
Interesse, Deshalb sind iterative Verfahren gilinstiger, die nur
einen oder wenige Eigenwerte am Rande des Spektrums liefern,
Dazu gehtrt die Vektoriteration nach v, Mises (Potenzmethode)
fiir den betragsgroBten Eigenwert, bazw, die inverse Vektorite-
ration flir den niedrigsten Eigenwert., Zur gleichzeitigen Berech-
nung mehrer niedrigster Eigenwerte steht die simultane inxerse'
Vektoriteration zur Verfligung. Auch hier existieren bereits
verschiedene Losungsalgorithmen, die sich darin unterscheiden,
wie nach jedem Iterationsschritt die notwendige Orthogonali=-
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sierung durchgefiihrt wird. In GITRA3 wird als simultane in-
verse Vektoriteration das leistungsféhige Subspace-Verfahren
nach McGormick und Noe /23/, /24/ verwendet, Bei diesem auch
in COSAR verwendeten Verfahren /25/ wird das groBe Eigenwert—
problem auf ein kleines Eigenwertproblem reduziert, bei dem
nur die p kleinsten interessierenden Eigenwerte berechnet wer-
den (mit p <<n),

Die inverse Vektoriteration beinhaltet formal eine einmalige
Invertierung der Struktursteifigkeitematrix C. Dieser aufwen-
dige Losungsschritt kann wieder rationell mit dem Cholesky-
Verfaehren realisiert werden., Vor Beginn der Eigenwert-Itera-
tion erfolgt deshalb in GITRA3 stets eine Cholesky-Zerlegung
der Struktursteifigkeitsmatrix, auch wenn zuvor kein stati-
scher lastfall berechnet wurde. ‘

Nach jedem Iterationsschritt wird vom Programm getestet, wie
grof die maximale relative Abweichung T Anax der bherechneten
Eigenwerte bezliglich des vorhergehenden Iteratiohsschrittes
ists

f\quf: - /\K new.
)\Kneu

(?7)

P
r)\qu = max

mit p : Anzahl der gewlinschten Eigenwerte
‘Akneu ¢ k-ter Eigenwert des aktuellen Iterations-—
schrittes
Xga1y @ k-ter Bigenwert des vorhergehenden Itera-
tionsschrittes

Sind alle k Abweichungen kleiner als eine vorgegebene Schranke
EPS d, he wenn

"X pax < EPS (78)

dann ist die Berechnung gut genug und wird mit Ergebnis~Aus-
gabe fiir Eigenfrequenzen fk =Cdk/21r und genormte Eigen=-
schwingformen beendet. In GITRA3 kann vom Nutzer eine Ab-
bruchgrenze von

EPS = 0,5 Prozent oder ein anderer Wert
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verwendet werden. (Mit EPS = 0,5 % wird eine Genauigkeit von

2 Z2iffern fiir alle berechneten Eigenwerte garantiert, oder mit
EPS = 0,005 % sind 4 Ziffern genau),

2,803, Erzwungene gedimpfte Schwingungen

Ohne Démpfung ("konservative Schwingung") gilt das Bewegungs—
differentialgleichungssystem (70).

In GITRA3 sind vorerst erzwungene Schwingungen mit geschwin-
digkeitsproportionaler (viskoser) Démpfung vorgesehen., Dafiir
glilt das inhomogene Differentialgleichungssystem:

Miw + Bult) + Cult) = £(¢) (79
mit B Strukturddmpfungsmatrix, symmetrisch
4 Struktur-Knotengeschwindigkeitsvektor (in Rich-

tung des Strukturkoordinatensystems)

acs)
£(t) =zeitabhéngiger Struktur-Kraftvektor

Die mit der symmetrischen Matrix B représentierte Démpfung
entsteht z, B, bei Schwingungen der Struktur in einem ruhen—
den, viskosen Medium. Nicht erfalt wird demit Démpfung infol-
ge Anstromung oder bei Rotation. Deiartige Effekte filhren auf
eine nichtsymmetrische Dé&mpfungsmatrix B .

Weiterhin wird mit B keine Werkstoffdémpfung infolge innerer
Reibungsverluste (Hysterese im Spannungs-Dehnungs-Diagramm)
erfaBt, Trotzdem kann die Werkstoffdédmpfung ndherungsweise
mit viskoser Démpfung modelliert werden, so daB auch wieder
Gl. (79) anwendbar wird.

Bei FEM-Strukturen ist die Unterscheidung in zwei viskose
Démpfungsarten zweckméfligs
a) Global wirkende Démpfung, proportional zu bestimmten
Eigenschaften der Struktur ("proportionale Démpfung")

b) Lokal wirkende Dampfung ("diskrete" oder "allgemeine
Démpfung")

Die global wirkende Déampfung wird mit Hilfe eines Lehgschen
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Démpfungsmales beschrieben., So kann z. B, experimentell je
Schwingform ein Lehr sches DémpfungsmaB ermittelt werden. Bei
proportionaler Démpfung entstehen in der Matrix B nur Werte
auf der Hauptdiagonalen, '

Bel lokal wirkender Démpfung werden Dimpferelemente analog zu
Federelementen verwendet und vom Anwender sind Démpferkonstan—
ten in gleicher Weise wie Federkonstanten filir Translationen
und Drehungen bezliglich des Hlementkoordinatensystems vorzu~
geben, Derartige Dampferelemente belegen in der Matrix B immer
einzelne Werte unabhiéngig von der Hauptdiagonalen.

Jede Beriicksichbtigung von Démpfung fihrt auf ein komplexes
Bigenwertproblem und erfordert daher einen hoheren Berechnungs-—
aufwand als fir konservative Schwlngungen.

Bel der Analyse erzwungener Schwingungen interessiert jedoch
hédufig nur das Schwingungsverhalten an einem bestimmten Punkt
der Struktur, mitunter nur fiir einen Freiheitsgrad. In diesen
Féllen kann erheblich Rechenzeit eingespart werden, so daB

auch erzwungene geddmpfte Schwingungen mit vertretbarem Auf-
wand berechnet werden kdnnen, Bild 19,

2 ) (‘" R
e
L7 ==

e _ Vii

—

X

Bild 19: Schwingungsantwort Vy (t) am*Knoten i infolge harmo=

nischer SchwingungserTegung an den Knoten 4 und 2
(t s Zeitaohse%
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Zur Berechnung der Schwingungsantwort gibt es zwel prinzipielle
Méglichkeiten :

a) Behandlung im Zeitbereich durch pumerische Integration der
Bewegungsdifferentialgleichungen, Ergebnis ist eine Zeit~

funktion (d. he. Amplitude in Abhédngigkeit von der Zeit)
fiir einen oder mehrere gewdhlte Freiheitsgrade.

b) Behandlung im Fregquenzbereich durch Freguenzgang-Berechnung
Ergebnis ist ein komplexer Frequenzgang (d. h. Amplitude

und Phasenwinkel in Abhéngigkelt von der Frequenz) fiir

einen oder mehrere gewdhlte Freiheitsgrade. Nur fiir ge~-
déampfte Schwingungen ist der Frequenzgang komplex. Flir unge-
dédmpfte Schwingungen spielen die Phasenwinkel keine Rolle,
g0 daB nur der Amplituden-Frequenzgang (Resonanzkurve) an-
gegeben wird,

Die in Bild 19 dargestellte Schwingungsantwort kann auf Grund
der genannten zwel Moglichkeiten entweder als Zeitfunktion
vyi(t) oder als Frequenzgang (z. B. Amplitudenbetrag Vyy (£)
interpretiert werden, Bild 20.

% ViliA / |
AUV LAY
r \u/ i t [sek]
V ViLa \ Ay
b) lvg,‘.\l
= a
* |
N |
| ] [—
0 'y At fo f [Hz]

Bild 20: NMogliche Hrgebnisse zur Berechnung der Schwingungs=—
antwort vy am Knoten i : a) Nach numerischer Integra=-
tion b) Nach Frequenzgangberechnung
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In beiden Féllen entstehen diskrete Werte. So werden fiir die
Zeitfunktion vyi(t) diskrete Werte in Zeitintervallen ¢
bereitgestellt ,und flir den Frequenzgang entstehen in Fre=-
quenzintervallen f diskrete Werte. Beim komplexen Frequenz-

gang wird héufig die Darstellung der Amplitudenbe?rége bevor=
zugt,

Die numerische Integration erfolgt fir einen begrenzten Zeit=
bereich bis ¢t = tmax' Analog dazu wird der Frequenzgang nur
in einem begrenzten Frequenzbereich zwischen einer unteren
Grenzfrequenz £, O und einer oberen Grenz}requenz £, er-

mittelt.

Die Behandlung im Zeitbereich liber numerische Integration ist
vor allem bei allgemeiner (z. B. "transienter") Schwingungs-
erregung £(t) zu empfehlen, Dafiir kann der Modul GITZI (Nu-
merische Zeitintegration fiir transiente Schwingungserregung)
des Programmsystems GITRA3 genutzt werden.

Bei harmonischer Erregung £(t) ist eine Frequenzgang~Berech-
nung effektiver, Diese Berechnung wird in GITRA3 mit dem Mo~
dul GITFG (Frequenzgang=-Berechpnung fiir harmonische Kraft-

und Wegerregung) realisiert, _

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daR erzwungene Schwingun-
gen moglichst unter Einbeziehung von Démpfungen analysiert
werden sollten, weil erst durch Démpfung ein stationdres
Schwingungsverhalten erzeugt wird.
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S8mtliche Knoten haben sechs Freiheitsgrade: Drei Knotenvere
schiebungen Vet vy, v, und drei Knotenverdrehungen X! oy
gz ¢ Daraus folgen einheitlich (6x6)~Untermatrizen &3 bzw,

3:1. Timoshenko=Balken

Im Unterschied zum Bernoulli-Balken des Abschnittes 2.3.3.
wird in GITRA3 zusétzlich Querkraftschub und Rotationstrige

heit der bel Schwingungen kippenden Querschnitte mit berlick-
sichtigt, Ein derartiges Balkenmodell wird als Timoshenko-

Balken bezeichnet,

Weiterhin handelt es sich bei GITRA3 um rdumliche Balken, &0
daR in Erweiterung zum ebenen Balken Torsion um die Léngs-
achse X, Biegung und Rotationstrégheit um die y-Achse, sowie
Querkraftschub in z-Richtung moglich ist, .

Neben den Materialkennwerten und den Knotenkoordinaten werden
je Balken vom Anwender nur Querschpittskennwerte'in das Pro=
gramm eingegeben, Damit kdnnen Balken mit beliebigen Quer-
gchnittsformen rationell modelliert werden, siehe Anlage
(Anwendungsbe schreibung) .

3911, Elementsteifigkoitsmatrix

Wie jedes "Zweieck"-Element hat auch der Balken (Knoten i und
j) eine aug 4 Untermatrizen bestehende Elementsteifigkeit e
matrix, von denen 3 explizit zu berechnen sind:

(/%1 814
gy = ] (80)
8 5 43

Flir den rédumlichen Timoshenko=Balken lautet die Untermatrix
Gy 726/, 129+
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B ¢ o o o 0
12E1y 6EL
—— ¢ LLip
L 2 EL ’ 60;51 ‘e
¢ ¢ S il -
Cor = £3Qz d 218 J
Mi] = 0 0 7 QzIz - o (81)
o0 -¢EL (a;-z)sr, o
2 z
0 Vg TV ELy
Zz Q(t{ 0 0 0 IGZV
mit B ¢ Elasgtizitédtsmodul
A i Querschnittsfléche, 1 Lénge des Balkens
1 IV s Fléchentréghelit smomente um die Achsen Z und
y des EKS
G ¢ Gleitmodul .
I‘t - 3 Torsionstrédghei tsmoment
g 12E I x, 12 B I, %,

U = G, 412 A =G.A,1%+1

mit %,, ¥, 3 Schubverteilungszahlen in Z= und y=
Richtung /28/, /29, 8. 209/

Die Untermatrix 9,13 hat die folgende Forms

= o A 0 o
c - ¢ ) Y,

o ¢ - ¢ - & (82)
Ciy=| o4 o r - A &

R - -.-__E_x(a;”g) L o

o - ¢ 0 oaz .'@L;%f& |

mit &) Betrag wie in Sy
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933 ist wieder symmetrischs

+& 1) o ¢ ¢ )
ro+&Q o 0 Y~ Y B CEY

4 +6 rooo+R 0

Cij = A ¢ ¢+ ¢ 0

¢ ¢+ ¢ +) ¢

r - o 0 ¢+

Die Matrix C, liefert auch hier wie beim ebenen Balken den
exakten Zusammenhang zwischen Belastung und Verformung und
kann sowohl direkt als auch iliber Hermite-Polynomansiétze herge-
leitet werden (wobei auch im rédumlichen Fall nur maximal ku-

bische Terme flr die Biegelinie in der X~y-Ebene bzw, in der
X=z-Ebene entstehen).

312 Elementmassenmatrix
Analog zur Matrix gllt fiir die Matrix Me H

M M

, il 13

A (84)
i3 ¥4

M ist jetzt nicht mehr exakt berechenbar und muB ilber Form=
funktionsmatrizen G gemdB Gl. (66) hergeleitet werden,

Der einfachste Ansatz fir die mdgliche dynamische Verformung
ist die statische Verformung:

¢ = g (85)

Mit (66) und (29) folgt daraus z. B, fiir den ebenen Bernoulli=-
Balken des Abschnittes 2.3+348



Vi M e | W W By
£+ 0 0 7 o 0
A3 a1 3
o 3 5% 4 Tl
v w2 2l -
T et L 4 ég%‘ 2%T‘£
Me=gAL L
- & >
=
. a3 w ZL,
MH ¢ 35 215 £
. A,
T wt Tt

Natiirlich konnen mit den in (29) enthaltenen kubischen Termen
nur Schwingformen niederer“Ordnung hinreichend genau approxi-
miert werden., Fir hdhere Schwingformen ist eine Zerlegung in
mehrere Balkenabschnitté erforderlich. So fllhrt auch hier =
wie bei ebenen finiten Elementen -~ eine "feinere Vernetzung"
zu einer besseren Losung. :

Piir den rdumlichen Bernoulli-Balken entsteht eine (3x12)-Ma-
trix @ , die auch nur maximal kublische Terme enthélt /26/,
/27/. Gleichung (66) liefert dafiir eine Elementmassenmatrix

M, mit Untermatrizen N, ,‘&ig und My4 » bei denen die glei-
chen Matrizenelemente mit Werten belegt sind wie bei den Un-
termatrizen der Matrix G o

Beim Timoshenko-Balken sind durch die FEinbeziehung des Quer—
kraftschubes und der Rotationstrégheit die Matrizenelemente
in Me komplizierter als in Qe v Z2¢ Be

My (1,1) = 4 p A2

| oAl l23 . 2 » 1_~; __é_- To |

Mii (2,2%’?—““(,”@)1'[35*40 a3+3QJ‘+5:€(7+@)"J
oAl [p, 2z 150+ 4[ eIy -
Mi (3,3) = 7 ) [35 tw 3R TS\ 27 @) (87)

mit vazQ,y-’l und.Q'zan-’l
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Der erste Term in M,; (2, 2) oder M, (3, 3) représentiert die
Translationstrédghelit und der zweite Term die Rotationstrégheit,
wobei in beiden Fédllen Querkraftschub wirkt,.

Wird in GITRA3 ohne Querkraftschub gearbeitet (Schubvertei-
lungszahlen %& = &, = 0) , so werden damit Rayleigh-Balken
berechnet. Bel diesem Balkenmodell wird gegeniiber dem Bermoul-
li=-Balken zusétzlich bei Schwingungen die Rotationstrédgheit der
kippenden Querschnitte berﬁcksichtigg, Ze B

My, (2, 2)=%-§,9A1+%-5—1-Z- (86)
A, S

kﬁernoulli )

o
Rayleigh=Balken

Die Elementmassenmatrix des rdumlichen Timoshenko-Balkens
wurde bereits von Archer /30/, /31/ hergeleitet (zitiert in
/26/) .

3.2, Masgeloses Federelement

Das Federelement reprédsentiert 3 Translationsfedern und 3
Drehfedern,

Die Elementsteifigkeit smatrix ge besteht auch hier aus 4
(6x6)=-Untermatrizen gemédB Gl. (80):

M e
CTx 0 0‘ 0" 0" 0
C
o o Cr -g"(CTz &
Ci = (89)
> ) ¢ Cox ¢
¢ G - %ZCTZ ¢ C’.Dy'i' %J‘CTZ o
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mits Crs Cﬁy, Cp, ¢ Translationsfedern

Cpx? Cpyr g ¢ Drehfedern

beziiglich der Achsen X, ¥, z des Elementkoordinaten=
systems

913 und 953 ¢ Belegung analog zu Sy und Vorzeiw
chenregelung wie beim Balken, aber:

G, (5, 5) = =0y, + g12 0
g , g 17 Cp
: d ’ (90)
I‘
5

iy (6, 6) = =Cp, + 18 Oy

Mit dem in GITRA3 enthaltenen Federelement wird auch eine
Kopplung zwischen Querkraft und Biegung bei beliebigen Feder-
léngen realisiert. Das im GroBrechner-Programm GITRA II im=-
plementierte Federelement ohne Bilegekopplung. (nur fir Feder-
lédnge 1 = O exakt) ist als Sonderfall mit enthalten, wenn sehr
kleine Federlédngen angegeben werden.

Bei Pederléngen 1 = O wird in GITRA3 das EKS automatisch
parallel zum SKS gesetzt,

3.3. Masseloges Starrelement

Belm Starrelement wird ein Pederelement mit sehr grofer Stei-
figkeit simuliert. Flir das Starrelement gilt zunéchst wieder,
daB die Elementsteifigkeitsmatrix aus 4 (6x6)-Untermatrizen
aufgebaut wird. Die Belegung der Matrixeinzelwerte erfolgt mit
Hilfe eines sehr groRen Bteifigkeitswertes W , Vor der Bereit-
stellung der Starrelemente werden die Hauptdiagonalwerte der
Elementsteifigkeltsmatrizen aller elastischen Elemente (Bal=-
ken, Federn, Dreiecke und Vierecke) auf ihren Maximalwert
durchgemustert. Dieser maximale Steifigkeitswert wird mit

10 000 multipliziert und liefert dadurch den Wexrt W . Damit
ent stehts |




AR C I - B R
W a b 0 o
0 W o o e few
Ch=| ¢ 0w 0 -dw ¢ (91)
o o 0 W o o
o O ~deay & Wrddw o
N VIV o O Wt

1] und gjj ¢ Belegung analog zu gii, Vorzeichenregelung wie
beim Balken, aber:

Gy (51 5) = Cyy (6, 6) = =W+ 3 25W (92)

2.4. Diinnwandiges Dreieckelement

Bei diesem Element wird eine Scheibe mit ebenem Spannungszu=-
gtand und eine Kirchhoff-Platte /29/ iiberlegert..Beide Span-
nungszustédnde beeinflussen sich gegenseitig nicht ("Faltwerke
Element").

Plr beide Spannungszusténde werden kleine Verformungen und
eine geringe Elementdicke (etwa 1/10 der kleinsten Seitenlén-
ge) vorausgesetzt.

Das Programm verarbeitet auch grofie Elementdicken ohne Kome
mentar. Der Anwender muB jedoch beachten, dal dann die zu-
grunde gelegten linearen Theorien nicht mehr erfiillt sind

(z. B. Ebenbleiben der Querschnitte bei der Platten~Durchbie-
gung, oder Spannungskomponente 6’ = Q senkrecht zur Element-
ebene bei der Scheibe),

Das Programm testet lediglich ab, ob die Seitenlangen eines
Dreieckes mehr als 10fache Unterschiede aufweisen, In diesem
Fall wird die Berechnung abgebrochen, weil sonst numerische
Probleme beim Losen des Gleichungssystems auftreten,
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341, Elementsteifigkeit smatrix

Im Programm werden fiir die Scheibe und fiir die Platte ver-
schiedene Elementsteifigkeitsmatrizen Co QQP getrennt auf-
gebaut und anschliefend zur Faltwerk-Elementsteifigkeitsmatrix

ge zusammengesetzt,

Bild 21 zeigt, daB je Knoten jeweils 3 Freiheitsgrade entste-
hen, die sich gerade zu den_6 in GITRA3 verwendeten Freiheits—
graden ergénzens

a) Scheibe b) Platte

Bild 21: Uberlagerung der Scheibe (mit ebenem Spannungszu-
stand) und der Kirchhoff-Platte mit je 3 Freiheits—
graden pro Knoten

Die Scheibe liefert je Knoten zwel Verschiebungen v,, Vy

und eine Verdrehung fz y Aie Platte eine Verschiebung L
und zwei Verdrehungen 'fx v Fv o

Die (18x18)-Matrix C, des Faltwerk-Elementes besteht aus
9 Untermatrizen Cij fiir die 3 Knoten i, J und ks

C

Sy 1k

= Cy3 Cix (93)

éQ

sSymi e Qkk



57

Jede der sechs zu berechnenden (6x6)-Untermatrizen wird im
Programm sus zwei (3x3)-Untermatrizen zusammengesetzt, Bild 22,

Va Yy e ve Ix 1
XXX ogjo|a
§q= X | X | X C5= o|o|o
x| x| X Vx Vy Vz f? f= D|o|o
\XX. X/
XX . X
ayaja
g&j”’ glo|o
oljo|a
X | X X

Bild 22: Zusammenbau der Uhtermatrizen cij (8cheibe) und
(Platte) zur Untermatrix cij des Faltwerk-—
hlemenbes

3410, Blementsteifigkeitematrix C,° fiir die Scheibe
Hier entsteht eine (9x9)-Matrix;

o, . B c. B S

T &3 Six
S5 _ S 5]
Lo~ = | 3 Six (94)
symm, " Qkks

Ces wird auf der Basis eines unvollstédndigen quadratischen
Verschiebungsansatzes nach Allmann /32/ und unter Verwendung
der Matrizen D und H des Abschnittes 2,3.1. berechnet. Der
Allmann=-Ansatz kann mit seinen 9 Freiwerten zwischen dem li-
nearen und dem vollsténdigen quadratischen Verschiebuhgsann

satz der Abschnitte 2.,3.1, und 2.3.2. eingeordnet werden.
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Anstelle von Beitenmittenknoten-Verschiebungen werden Knoten-
Verdrehungen geméfl Bild 21a realisiert.

2ehel.2, Blementsteifigkeit smatrix geP der Platte
Analog zur Scheibe entsteht eine (9x9)-Matrix:

P P ¥

Si1 Y Six

P _ P P
Lo = £43 Syx (95)

gymmo gkk?

Fir die Platte wird ein unvollsténdiger kubischer Verschie~
bungsansatz nach Bazeley u., a, /33/ zur Berechnung der Maw
trix geP verwendet., Dieser Ansatz gehdrt zu den nichtkonfor-
men Ansdtzen, weil damit die‘NeiggngsstetigReit an den Ele-
mentridndern nicht erfiillt wird. Trotzdem wird fiir diesen re-
lativ einfachen Verschiebungsansatz in der Literatur /34/ auf
gute Erfahrungen verwiesen,

3.4.2,\E;ementmgssenmatrig

Zur Berechnung der Matrix Me wird in GITRA3 nur Translations—
trdgheit auf der Basis eines linearen Verschiebungsansatzes
/34/ beriicksichtigt.

Die Elementmassenmatrix lautet:

My iy Ui
; |
Mo =zp ¢hb - MJJ ﬂ;jk . (%)
el My

mit A : Flédche des Dreieckelementes, h : Dicke und



2 0o o0 o0 o0 O
o 2 o0 0o 0 o
Myg = Mgy =¥y =[O0 0 2 0 0 O (97)
c o o o 0 o
o o o o o0 0
o o o o 0 o
49 ©0 0 0 0 o0
o 1 0 o 0 0
B " " | 8
Mg =My =¥y =/ © © 1 0 0 o (98)
o o o o 0o o
o o o o 0 ©
o o o o 0 o0

3e5. Dinnwandiges Viereckelement

Auch hier handelt es sich um ein' Faltwerk-Element, d. h,
Scheibe und Platte sind entkoppelt.

Plir das Viereckelement wird kein spezieller Verschiebungs—
ansgatz verwendet, sondern es wird im Programm aus vier iiber
Kreuz angeordneten Dreilecken mit jeweils halber Dicke zusam=-
mengesetzt, Bild 23,

Damit wird auch beim Viereck eine Scheibe mit ebenem Span-
nungszustand und eine Kirchhoff-Platte iiberlagert,
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Bild 23: Interner Aufbau des Viereckelementes

Die HElementstelfigkeitsmatrix enthélt 16 Untermatrizen gij
fiir die 4 Knoten i, j, k und 1:

i1 &3 &k &
By ® ij ij le (99)
By Sr  Sa

C11

Die 10 zu bverechnenden (6x6)-Untermatrizen des Viereckes wer-
den aus den 24 zu berechnenden (6x6)-Untermatrizen der vier
Dreiecke ermittelt, wobel zusdtzlich Transformationen in das
Elementkoordinatensystem des Viereckes erforderlich sind,
wenn das jeweilige Dreieck ein anderes EKS besitzt als das
Viereck.

Die (24x24)=-Klementmassenmatrix Me wird auf die gleiche Wei=
se wie ge bereitgestellt,
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3.6, Digkretes Masseelement

Mit diesem Llement kodnnen starre Aufbauten filir dynamische Be=-
rechnungen rationell modelllert werden, Im Zusammenhang mit Fe-
der—-, Démpfer- und Starrelementen kann damit die in der Dyna-
mik iibliche Mehrkdrpersystem-Modellierung (MKS) realisiert wer-
den.

Beim diskreten Masseelement sind vom Anwender die Masse im
Schwerpunkt des stavrren Aufbaues und die Massentrégheitsmomen=—
te um die Hauptachsen anzugeben, Der so idealisierte Knoten

ist zweckm#Big mit Hilfe von masselosen Starrelementen mit der
elastischen Struktur zu verbinden.

Im beliebig wdhlbaren lokalen Koordinatensystem LKS ist auch
das Nullsetzen von "Massenkomponénten" mﬁglich. Damit wird die
Bewegung gefihrter Massen modellierbar.

Dag NMasseelement wirkt nur bei Schwingungsberechnung, weil da-
flr lediglich eine Hlementmassenmatrix existiert:

- — —— s o i e o o oo s w—— o— o

My 0 0 0 0 0
0 n, O 0 0 0
Mo = Mgy =] o 0 m, O 0 o) (100)
0 0 0 g, 0 0
0 0 0 0 i, o
0 0 0 0 0 J,

mit my me m, ¢ Massenwirkung in x*, v¥, z¥-Richtungen,

Jx’Jy’JZ

-e

Massentrégheitsmomente um die x*, y*, z¥-
Achsene.

Durch die Vorgabe von Massentrédgheitsmomenten beziiglich der
Hauptachsen sind auch fiir die Drehfreiheit sgrade nur die
Hauptdiagonalwerte der Matrix Me belegt,
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4, Hinweise zu einigen Algorithmen in GITRA3
4o1, Schnittkréfte und ~momente im Modul GITSK

Die Schnittreaktionen kénnen wahlweise im Struktur- oder Ele-
mentkoordinatensystem berechnet werden, Fir das EKS gilt jJe
Llement entsprechend Gl, (39):

(101)

fd
o

™
R
&2

mit :; = (f i, ﬁ%,,;.. ﬁ;)m Elementkraftvektor, der m Knoten—
kraftvektoren gi Ly usw, fiir m Knoten des finiten Elementes
enthdlt,

Jeder Knotenkraftvektor reprédsentiert komplett die Schnitt-
reaktionen des jeweiligen Knotens im EKS, z, B. gilt fir den

Knoten i :

“~

fi = (Fxl’\l/ Fb"?) FZ: ! MX/;;, My'i/\l I\7Z£A)T (402>

mit  Fx; Fyf, R Schnittkréafte im EKS
Mxi, My, Mgy Schnittmomente im EKS

Fur Schnittreaktionen im SKS gilt entsprechend Gl., (18):

mit - )
- T flir m Knoten. Zum Beispiel entsteht
fe = (‘E‘i’ Ly oo £
fiir den Knoten i :
. T
fi (in, Fyi, ?zi, Mxi, Myi, Mzi) (104)
mit in' Fyi' in Schnittkrdfte im SKS
Mxi, Myi, Mzi Schnittmomente im SKS
Um £ oder £ berechnen zu kdnnen, wird noch einmal im Modul

ma =g
GITSK die Element—Transformationsmatrix T und die Element—

steifigkeltsmatrix C, (im EKS) fir das gewahlte Element auf-
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gebaut, Dazu werden wieder die Angaben im Quelldatenfile

name, - Q - genutzt. AnschlieBend erfolgt das Hinlesen der
diskreten Verformungsergebnisse U, des Blementes vom Ergebnls-
file name. = B = , Diese Blement-Ergebnisse im SKS werden ge=-
nds Gl., (37) ins BKS transformiemt:

Lad

u, = I 4, (105)

Damit ist f; nach Gl., (101) berechenbar,

Um ;e im SKS nach Gl.‘(103) zu ermitteln, mul lediglich noch
die Matrix C, aus Q; und Ee liher Gl., (42) bereitgestellt wer~
den.,

4,2, Spannungen der Fléchenelemente im Modul GITSP

is werden sowohl bei der Scheibe als auch bei der Platte nur
Spannungen 6‘ 6& und Tky bezliglich der x~y-Elementebene
berechnet, Bilé 24, Spannungen G, . Ty whd Tyy werden nicht
erfaRt, auch wenn vom Anwender fur das Element eine groﬁe Dike
ke vorgegeben wurde, siehe Abschnitt 3.4. Im Unterschmed aur
Scheibe werden bei der Platte die Spannungswerte auf der Ober-
oder Unterseite bereitgestellt., Die Spannungskomponenten GT

G’ , Txy je Knoten infolge Scheiben—~ und Plattenzustand wer-
den jeweils addiert und abschlieBend iiber Gl. (58) zur Ver—

gleichsepannung Eﬁ,rmnh der Gestalténderungsenergiehypothese
zusammengefallt,
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Bild 24: Die mit GITRA3 berechneten Spannungen in Flichenele-
menten der Dicke h s a) Scheibe D) Platte

4ho3s Modale Reduktion im Modul GITEG

Um den Aufwand bel der Analyse erzwungener Schwingungen einer
FEM=-Struktur drastisch zu senken, erfolgt in GITFG vor der Fre-
quenzganngerechnung eine modale Reduktion, d. h. eine Umrech~
nung der Knotenfreiheitsgrade auf wenige "Schwingform"-Frei-
heit sgrade, Dieses Vorgehen ist dann mdglich, wenn das Schwin-
gungsverhalten der Struktur im wesentlichen durch die unteren
Eigenschwingformen représentiert wird,

Dag Verfahren der modalen Réduktion  liefert fiir ungedémpfte
Schwingungen ohne besonderen Aufwand ein wesentlich kleineres
Differentialgleichungssystem als vorher, das auBerdem noch ent-
koppelt ist, Bei Anwendung der modalen Reduktion auf schwingen-
de Strukturen mit allgemeiner Déampfung entsteht ein wesentlich
kleineres Differentialgleichungssystem als vorher, das jetzt
aber komplex und gekoppelt ist. Beide Typen werden in GITFG
verarbeitet,
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Die Wirkungswelise der modalen Reduktion wird nachfolgend nur
Lilr ungedédmpf te Schwingungen detailliert beschrisben,
Voraussetzung flir jede modale Reduktion ist eine schon vorhan-
dene Eigenwertlosung fur p Eigenwerte, wobel p << n sein kann,
Die berechneten zugehdrigen ligenvekitoren Xﬂ Xo eoee x werden
zundchst ale Spalten einer (reduzierten) Modalmatrix X& angew=
ordnet:

Xpo= (X0 X2 oo Xp) (106)
Diese Matrix enth&lt n Zeilen fiir die n Freiheitsgrade der ge-
samten Strukbtur und nur p Spalten fiir die p berechneten Higen-
schwingformen, (Eine vollsténdige Modalmatrix gn kann flir gro-
Re Strukturen ohnehin nicht bereitgestellt werden),
Die Rechteck-~Matrix g@ wirq dann als Transformationsmatrix fiir
eine Koordinatentransformation benutzt:

ut) = Xp - gt

e 107

Die Knotenverschiebungen u werden damit auf sogenannte '"Haupte
koordinaten" g transformiert, wobei g nur noch p Einzelwerte
enthdlt, '
Durch Einsetzen von (107) in das groBe Differentialgleichungs—
system (70) fiir erzwungene konservative Schwingung entsteht

MX, g(t)+ CXp g(t) = (it (108)

und durch Linksmultiplikation mit:XpT (analog zur Koordinaten-
transformation im Abschnitt 2.4.44):

X M X, G+ X' C Xp qltl = Xy £ (109)
g et ==y
Mp Cp fr

Die (willkiirlich mogliche) Normierung der Eigenvektoren in zp
sei s

4\_’,,7-__/‘_1 Xp = Ep (110)

mit Ep Binheitsmatrix der Dimension (p X p)
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Weiterhin soll gelten:

T .
X C X = A, (1)
mit .{ip (p x p) diagonale Spektralmatrix:
A,AL &
.—_A_P;‘- "'.‘ & a/lag (CJK)') (1,12)
& " ik

Mit den Orthogonalisierungsbeziechungen (110) und (111) folgt
aus (109) ein relativ kleines entkoppeltes Differentialglei-
chungssystems

G+ Ay ) = f @) (113)

Der besondere Vorteil der modalen Reduktion besteht hier dar-
in, daf nur der Kraftvektor tatsidchlich transformiert werden
mulds

) =X ) (114)

Mit den groBen Matrizen C und M sind keine Operationen erfor-
derlich.

Durch Gl. (113) "zerfdallt" das groBe Schwingungssystem fak-
tisch in p ungekoppelte fiktive Einmassenschwinger, deren
Schwingungsverhalten einzeln analysiert werden kann. Durch an=—
schlieRende einfache Multiplikation der Ergebnisse mit der Mo-
dalmatrix g@ gemdB (107) erfolgt die Riicktransformation auf
die Knotenfreiheitsgrade, Damit kann das Schwingungsverhalten
fiir jeden beliebigen Knotenfreiheitsgrad rekonstruiert werden,
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ANLAGE

Ausziige aus der aktuellen Anwendungsbeschreibung

Die volletiédndige Anwendungsbeschreibung wird jedem Nutzer
als Textdatel auf Diskette iibergeben., Weiterhin erhdlt je=
der Nutzer einen Satz fobtokopierter Bilder,
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Dim' énwmmdungﬁba%ahrmibung (Datei BITABZ.doc) enthaelt
289 Gelten Text (mit Deckblatt) und 3 Seiten Anlagen.

L Gerastetechnische Voraussetasungsn

440N RSO DS Gaeoe A Y0108 S018 by ABDE HAELR SNISP HHEVH SRS SFAWE FP014 BACED THEES B04BE VOSKE SUND S1I04 PINOE TheTS SSANE FRST (O340 eke S0ISE Pes Hate Fimie SrEIR beses wases 900 SeIVE

*

Lé bit-Rechner, &40 KByte RAM, Festplatte,
Batriebssysten ME-DOS

¥ Brafik-Farbterminal

b Flotter

Die Frogramme sind in FORTRAN77 geschrieben. Die Brafik
@rfolgt mit Zugriff awf elementare Routinen der
Bibliothek ARTIEAB. Lib.

2 Begenwasrtiger Entwicklungsstand

aade Usbersicht

S99 1040 40100 srie S9E Yorks BuseY HHTS CoRen B0ITH N HHEVE ONSA Teae Seere

BITRAS berechnet statische Verformungen und Eigen-—
sehwingformen fuer rasumliche, duennwandige Flaeohern—
Lragwarka in  Rombination mil Bal ken heliebiger
Guerschnitte, Federn, Masse~ und Starrelementen.

Die finiten Elemente sind weber Enotenpunkte mit je &
Fraiheitsgraden ( 3% Verschiebungen wund 3 Verdrehungen )
vrbunden .

Die Berechnung der kKnoten-Freibeltsgrade erfolgt fuer
Eleine Verformungen und linearelastisches, isotropes
Materialverhal ten.

Fuer die Eingabe-Fontrolle und Darstellung der verformten
Btruwktwe steht edn Grafik-Modul sur Verfuegung.

Wahlweise koennen Bohnittkhraefte und -momente, sowie
Bpannungen fuer Flaschenelemente srnittelt werden.

Fuer die Elemente wund Knoten werden als Bezeichnung
Namen verwendet, Die Iuordnung su entsprechenden Zahlen
wird intern vom Programm so realisiert, dass auwtomatisch
@ine optimale Rechenzelilt entsteht.

Fa kognmen Steaktueren mit maimal 2000 Krnoten fuer einen
statischen Lastfall berechnet werden.
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Bede Lieferumfang Januar 1989 (Aktueller Btand siehe Anlage)

Geliefert wird nur die Nuw t =z e rve rs ion von BITRA .
Die Nubtzerversion besteht aus GBrund- und Zusatzmodulen.

Zu jedem Modul werden an den Nutzer entweder eine EXE-Datei
pder mehrere DBJI-Datelen uwebergeben.

.

Darueber hinaus gibt es su GITRA I eine En tw i ok 1 & 1 -
voers lon , die zir Zelt Module zor Empfindlichkeitsana-
lywe, Formoptimierung und Substrukturtechnik enthaslt. Wenn
diese Module eipen bestimmbten Stard errelcht haben, werden sie
ale Zusatzmodule in die Entwicklerversion webernommen .

RDie & rundmodwl e der NMbtzerversion sind ( Bild la)s

B I TDE Dialog-BEingahe ( Erzeugung elnes Quelldatenfiles)

B TEDR Eingahe-Deuck  (kommerntd
tatenfiles)

Derwek des Quell-

GI1TTEBM Berachnungs-Modul Statik wund Eigenwerte
51T 6 R Grrafilk

B1TTAD Auseabe-Druck (der Verformungs-Ergebnisse)

GBI T8 K Boehnitthraefte und —~momente
g1 T8 Bpannungen fuer Flaschenelemente

Ales 2 us atezmoduwl e stehen zuw Verfuegung ( Bild Ib)s

GBI TFD Adapter vom FEM-Datenstandard (TGl 44464@) =u GITRAZ
GBI T3 Adapter von BITRAI-Eingabe 2w GITRA II (EBER)

GBI TF @& Freguenzgang fuer gedasmpfle erzwungens
S hwidngurigen

[T S A | Numerische Zelt-Integration fuer ?ranaianta
Behwingungserregung

[ T N I 4 Guerschnittskennwerte fuer Balken
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Model Lawfbhereld tung

dureh den Anwander gt/ Berechnung Statik
i und ungedampflte

: Eigenschwingungens
BITED

LT J
mn 3 1y

G rTDnE Rame o (- :>»--—w;» B 1T EM

]

IYEMEY o

&

wh

(L
LU

B 1

BITAD

]
Y

<i, rama . ~HP :>

d

Lw GBI TeR

\ /

i
<<f rame , -

g

Bild la: Grundmodule der Nutzerversion von BITRA &

Dale Arbeltswelse des Frogrammsystems ( Grundmodule)

T R R

Infolge der Dialog-Eingabe mit GITDE =u einem Beispiel " NAME
wird ein

fuelldatentile name. G-
eraeugt, Diese formatierte, sequentielle Datei enthaslt
saemtl iche Eingabedaten fuer des Belsplel.

Mack  der Berechnung mit GITEM entstebht im aktuellen
Varzeichnis ein

Ergebnisfile name, g~

B R T
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als wntformatierte Direktrugriffe-Dateid. Silie enthaelt fuer Jeden
shatischen Lastfall wnd Jede berechnete Eigenschwingform
Je Enotenpunkt 3 Verschilebungen wnd 3 Verdrehbungesn bezueglich
clas Shrukbuwrkooreddinebahsyostoms,  mowie  ode Blgenfreguenasen .

Balde Filles warden auf der Feéstplatte suwr Langzeiltspelcherung
abgelegt wnd dienen als Eingabe fuer andere Module, siehe
Bild da.

Nach Berechnung der Schnittreaktionen wird eine sequentielle,
formatierte Datel

Fréame 8
erzaugt.Diese Datel kann vom Nutzer mit eigenen Frogrammen
we d Ler towerden, .8, fuer Bpannungsberechmangen
el Ralken.

H

Die Anwencung des Moduls GITSP fushrt su einer Dated

rame . S
DRDiewe unformatierte Direktzugriffsdatel dient als Eingabe
fuer den Brafik-Modul, um Spannungsvertellungen der Flaschen-
wlenaente farbig daraustellen.

FEMDASB-Daten
i T

nwut

e 3 o P

#

BITaawr GBI TFD

(B8 1 TDE) PYERME o o ::>*~——'—;( G I T BM))

<:: PYAME o ::>
* <:f name , - ::>

<:: Pame . ~H j:> Y

\ GI1TFGO® BITzI1
51 TRAII

e e e (3F f o L ATVER ——— e L P

Bild ifbr Verfuegbare Zusatzmodule der Nutzerversion vorn BITRA 3
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. Mmda1]nufb@rPLtung

J"l" P1m1w1tunq

L R R D T e

Voraussetaung fuer die Berechnung ist die Modellierung
e real @n Bauteiles als FEM-Modell . Zum kompletten
Berechnungsoodel ] gehoeren neben der geometrischen NMachbildung
cles Bautelles mit Milfe der  suwr  Verfuesgung stehenden
Elementtypen auch die Jdealisierung der  auf das Bauleill
ginwirkenden aussseren Belastungen wund die Idealisierung der
o 0 € LTV

Die kinematischen Randbedingungen der Btrubktuwr sind an den
Eroten ansugeben,d.h. die Bewegung in elnzelnen oder sasemtlichen
weehs Fredheltsgraden bestimmber Knoten wird = Mall gesetst.

Die Knoten sind auch jene 8tellen der Struktuwr, an denen
avessere Belastungen in Form von Fraeften und/oder Momenten
angreifen koennen. An Kraftangriffesstel len singd deshalb Knoten
festeulegen biw. @ sind die wirkenden Belastungen unter
Beachtunyg  des statischen Gleichgewichtes awf die Knoten
umaErechnen . «

Massenanhasuwfungen baw. als starr su betrachtende Anbauten der
Struktur koennen als diskhrelte !u%nt*mdm%@n odar Zusatimamsan -
traegheltesmonente an elnzelnen noten beruecksichtigt werden.

Fuer die Modellierung sind drel FHoordinatensysteme von
Bedeutungs

ﬂn?" Dr@x k&w1ww1uchw bnmrdxnannbv%Vme {Rechtssystemns)

UNR 0448 C4EED F1094 Bpede FADRE €1IBE SONRR atre IR SHAS0 FAOD SFORD 900D RHNR ORENY SANAD ASHOR TAPHE SIIOE RNASP ODNED SRETE Wveme SUine bR NOLD MO0 ORANY pTRSY BASKA AO1HA SIBEE BEVES $4904 41R B110D SheTS AR 18

a) Das BKE ¢ Struktwrkoordinatensystem X y =z

4099 EVVSR S40DS B4eES BORLR S1OSD SOTED BTOHD HOITE D REITE RIS SASY PHNIO HAONE JASSH SRR ST0rE (BI] SVPSS H4GSS S4ers SeiNE ROleT gased ATOTE WSS ENID TS WSS FAINS SOHAS HISES BSERE PROAD F500D HOOE S41eD YR ANNIR GeIME FSO0T S59RD B4R W414D

Die Lage der Elemente wird im raunfesten 8KE8 beschrieben,
doeh. die FKoordinaten aller Enoten sind in einem x y @ - Kooe-
dinatensystem ansugeben., Das BKE wird vom NMutzer festgelegtl.

) Das EKS @ Elementhkoordinatensystem x™

P99 FPes NS 4D B1080 4418 SUPAY @nerh Cshes SHITE POSH IS OGO BIreS A0 WASH VUM SHIER SR(4F SHIFE S61eS Seem SFED GETIY SHROS TAIME SFHUR SEVES SITIE BOOHY IO TIOD SUR4D UOFOT RN SHURC HFEFS SEMAD SUTLE S90S Avel 4reTE seert

Fuer jedes Element wird durch die Knotenkoordinaten weitest-
gehend auwtomatisch ein EK8 definiert. Der Ursprung des EKS

liegt immer im zuerst angegebenen kKnoten des Elementes wund

dieg w-fchse zelgt in Richtung des sweiten Knotens.
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Im EKS werden die Elementdaten (Querschnitiswerte und Festig-
keitskenngrosssen) eingegeben und die Schnittkraefte und
wmomante ausgegelen .

Fugr Drelecke und Vierecke lst das EREE durch die Knotenkoore
dinaten vollstaendig beschrieben.

Fuer Balbken ungd Federn wird jedoch vom Nutzer eine susastzliche
Angabe sur kage der yvo-fHchse benoebtlgt ¢ Der Winkel ALPHA als
Drehurng des BERS um die w™Achse, d.h. um die Lasngsachse des
Elementes, wsiehe Bild 2.

Der Winkel ALFHA dst Nall, wenn die vo-Achse parallel zure
sy Ehene lieglt wund die " -Achse eine positive z-Komponente
hasitet.

ALFPHA dst
S hraids
Tuar Ol

grossser (kleiner) NMull, wenn eine Links- (Rechhte-
en-Drahung um die s -Achse suwe BErefuellung der Bedingung
PR e fordselich ist,

Ein Bonderfall enteteht fuer eine zur z-fAchse parallel liegends
Meefyhme . Pler dst ALPFHA glelch Nully wenn auch y™ und o
parallel sind und ausserdem die gleiche Richtung haben.

ALFHA It wieder gro P (Rleiner) Null, wenn eine Links—
{Rechts-) Schrauben-Drehung um die w"achse erforderlich tst,
wm e Sonderfal l-Bedingung fuer ALFPHO=E su erfusllen.

xw 0° AZ Kw 180 ¢ X= J°

xh

7
S

Bild 2 @ Belepliele fuer den Winkel ALFHA
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¢) Das LES @ Lokales Foordinatensystem xXyXasX

Fugr Jeden Enoten kann vom Nutzer ein LKS mit Hilfe von dred
Winkeln FHI, FSI und CHI bezueglich des BKE definiert werden.
Das LS dient vorrangilg zur Beschreibung beliebig angeordneter
lL.agerungen der Struktur baw. spezieller Richtungen diskreter
Tusatimassen oder Zusatimassentrasgheltsmnomente.

D am haetfigsten vorkommends Fall eingr Parallelversaohiebung
Fwischen GRS wnd LES bedeutet PHI=FSI=CHI=@,

Wad  whner Traosformation dew n vy & ~Koordinabennystemns  4n

claaw w¥yXad~Bysten wird sueret das o v 2 ~Bystem wm ole

weefehse mit dem Winkel PHI gedrehi und damit edin neues Koope
: ' erzaeugt (Bild J3a). Durch Drebung des

Az=z*

¢-4-0
<

\

y=y't o x

Bildd ¢ Beispiele aur Lage des LKS @ &) allgemeine Drehung,
DY nue Deehung wm s . ) nuarowm y 4 o) nue wmox
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Gtrich-Systems mil dem Winkel FSI
dann  @in x"y"z" —~ System.

um 'die y' —Achse entsteht
NMach Drehung wum die ="-Achse

mit

gem Winkel CHI folgt schliesslich das x¥viz¥-System.

Fuer ein vorgegebenes LEKB koennen die drel Winkel
aunagchst die

@rmittel t werden, - indem
gie y-ge-BEbhene projlzsiect wird.

ratiornsll

a¥-Achse senkrecht in

Die so projizierte Achse ap

undg die z¥-Achse schliessen den Winkel FS8I ein. Der Winkel
FHI liegt swischen der z-Achse wuntd der zp-Achse.

Dear Winkel  OHI ialt in einer

y¥-Auhse wueberstrichen,
ak-fohse s0 gedreht wird,
o Liegen kommt.

wenn das

e
AR

Elementkatalog =suw. G0 T R A 3

\nrot setow 444" SHRFE SPTRE UOPE SnFEP FRFOP SYIRE FVFRE SOTED VRVED S00sd IO Bodes HIOE SHSTY 1000 WIACD RFSY 1ONUE HITD S0ney SVEHE WIS SHVE OTOD 40080 ARSR Ga00 BEUIR Baars ANers siee e

"~y

Balkenelemant { 12

Qs

Freliheltsgrade

P e R R

Federelement { 12

Jwoh 2490 Shuom ernA F1FHR SRIRE 00D SIONE 0RESD ARkt SouRs BAVRD

Eleane
allgemaine rasumliche Lage im BKE besitzt.

Freiheltsgrads)

& eine

v e

messen, oie
CHT "wira

w¥yXzX-B8ystem um die
dass die yi-Achse in die y-z-Ebene

) Timoshenko-Balken

- Bilegung

w Buerkeraf teohub

o Torsdon
Rotationstraegheit

,,—1§*" bei Schwingungen

masselon

~Zug-PDruck-Fadern in
dreil Richtungen

~Drehfedarn um drei

Achsen
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Starralemant ( 13 Freiheltsgrade) masselos

e e rp

E-Modul unendlich

aur Modellierung des
Kraftflusses bei nicht
l susammenstossenden

Z
_ f/t}" B Lemeart-Aohsen
"’gu E/*\ benachbarter Bauteile)
\\ oy
~3 ’

B L emean { & Freihellsgrade

TR

~

- diskrete Zusatzmasse in drei
Fd e hbungen

~ iskrete Jusatz-Trasghelts—
momente um drel Achsen

im lokalen Keoordinatensystem

Dreieckelemnsnt ( 18 Freiheitsgrades )

......... 40n S4mee Bhves B1THE PURT S0s SHETE PR MAARS SHITD Sabee Beane

Faltwark-Elemant

{ Buperpasition von

\%Qlyé:ar, Srheibe und Platte )

= duennwandig wnd eben
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Viereckelemant { 24 Freiheitsgrade )
Faltwerk-Element
analog zum Dreieck

AN

{ besueglich LKE)

B R T R e S
Mo htung !

Riw modellierte Lagerung dart keine Btarrkoerperver—
schiebung oder -verdrehung der Strukitur zulassen.

Die Berechnung kann sonst nicht avsgefushrt werden !

4150 91O 43AP YASR FOTRG SHRSR TSR 19VAO DASIS €ISOH SIS ASURD 1300 SAARE SoPE HEIR FHNSD O1VFS SHVRD SIBPS Pesop TIPS SAM AOeD ANMAR SLIYO DOSKR O0ISF 404E THOOT FerSR SNIWD 44400 DO 1D SPAAY WRRY SHASH Soser beseE EIRSH W60 S SHAED S0t SHYSY SeUeR GEUR G4REH 1IN THAKP S0OAF 100K SIORD BREVY Webes BTRSE S4V08 BHNY mabd BHrED POVMS WO

a) Festlager

IIIE A1OTY ST SETE AR BHHAE SO4ER OPIRY TETY 1090 BT SAPRE

Alle & Freiheitsgrade des gewaehlten Knotens sind verhindert.

By Teilverschiebliches Lager

PP abte ooy 000D eFeS Caest pesen BwEOD Shers SHBAY SAtSE VHOTE TUTIS IR SISPE FUBD SHRED 4HESE HORD HHUFS BHEED SORNR STIIE LI SSVOR RS HOORY SHINS.

T gewaehlten Knotenpunkt wird ®in LEKE weber die 2 Winkel
FHIFST wund OCHI festgelegt (siehe Absohnitt 3.32).

Jeder einzelne der 6 Freiheitsgrade bezueglich dieses LKB kann
als verhindert angegeben werden.
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H.8. Btatische Belastung (bexueglich SKE)

TSN SN $1900 §009 VIO SE0R9 Trver SoTVR YA S0i0) S9AIS TEARD 63013 SHES FNEeT SIOVE WHOeY 00 HUPS THRNS THoes Seven e Tever

oy

Je Knotenpunkt keoennen maximal 3 Einzelhraefte und 3 Einmel-
momente besyeglich des SKE angegeben werden.

Anders gerichtete Krasfte und Momente sind vom Nutzer in die
BrE-kKomponanten Fux, Fy, Fz, Mx,; My und Mz =zu zerlegen.

Flaschenlasten singd vor der Eingabe in diskrete Knotenkraeflte
umEL @ hren . :

Fuer eine Struktir koesnnen mehrare

amrechnet werden.

e

Babe Ablawt der Modellauwfbereltung

B e T R

Lo Festleger

s Btrukturkoordinatensystems

2 Anhand der vorliegenden Zelchnungsunterlagen moeglichst
gute geometrische Nachbildung des Bauteiles mit  Hilfe
der wur Verfuegung stehenden Elementtypen (Abschnitt 5.05).

Se Vergabe der Enoten— und Elementnamen

Ao Ermittlung der Knotenkoordinaten im SKS

-
=

Aufatellen der FKolnzidenzmaterix (Topelogie), d.bhs Zuordnung
der knotennamen =u den Elementnamen

G ldealisierung der Lagerungsn @ Festlager, teillverschiebliche
Lager, evil. elastische Lager (mit Hilfe von Federelementen)

7o Evbl. Ergaenzung der Strukbur duwrech diskrete Zusaltimassen
wred Zusatzmassentrasghel tsmomente

#B. Festlegen der BElementdaten (Querschnitteswerte und Festig-
keidtskenngroessen) fuer Jjedes Element

B, Materialdaten (Werkstoffkenngroessen) fuer Jjedes Element

1@ Vorgabe einer Berechnungsstrategie
(Welche statischen Lasbfaslle sind 2u untersuchen, wisviel
Eigenfrequenzen sollen ermittelt werden )

L. Tdealisierung der Belastung fuwer Jeden statischen Lastfall

12y Bontrolle der Vollstasndigkeit aller Eingabedaten mit
Hilfe der Guelldatenftile-Beschreibung (Abschnitt 4)

A Anwendung des Dialog-Eingabemoduls BITDE.,
Ergebnis 3 Guelldatenfile name.~0- im aktuellen Verzelichnis.

Mach Eingabe der Knotenkoordinaten und der Topologie kann
bereits mit dem Grafik-Moduwl GITER das geometrische Modell
aut dem Farbbildschirm sichtbar genacht werden.
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o % an

5, Hinwelilse zu ginzelnen Modulen

#9500 41011 ST AP Gy TR WOERS BO0TE E54VP BRERR SHTFY AOOTE FOUTE BAUTE E5EFS SHHME WIERO ARIS STORS SEANR MNPYY SHISE THIIS 0TS FERRE SIS WERD STIOR BHGRE SArR) WHOE BAISE

5,1. Berechnungsmodul 6 I T B M

Nach dem Btart des Moduls BITEM wird zunaechst abgefragt.ob
Steuergroessen geaenderlt werden sollen. Zu diesen Groessen
gehoert auch die Abbruchgrenze EFS fuer die Eigenert-lteration
sowie die Anzahl IT8 der Iteratignesschritte bis zur naschsten
Abfrage. Standardwerte sind EFS = 8.5 Frozent und ITS = 15,

Waghrend der Verarbeltung des Quelldatenfiles werden vom
Frogramm temporasre Direkizugriffs-Dateien fuer die Kpordi-
nateny, fuer Topologie usw. angelegt, um bei der nachfolgenden
Berechnung einen schnelleren Zugriff a0 ermoeglichen.

Nach der avtomatischen Bandbreiten— und Profilminimierung
wird vom Frogramm die Groesse der temporaeren Datei fuer die
Btrukturstel fighkeidtsmatriy angegeben.

Fugr Strukturen bis etwa 100 kKnoten wird die Berechnung
komplett im Arbeitsspeicher des Rechners durchgefuehrt.

Fuer groesssere Struktuwren schaltet das Frogramm automatisch
in den Moduws "esterne Mathematlik" umy, dobh. die Struktur-
stalfigkel tematrin wird waehrend der Loesung des Blelchungs-
sysltens partiell von externen Speicher geholt und wieder
auvsgelagert.

Trotzdem sind nicht beliebig drossé® Strukturen berechenbar.
In Abhaengigkeilt von Anzahl der kKnoten, der Bandbreile. der
gewuenschten Anzahl der statischen Lastfaelle und Eigen-
schwingformen sind folgende Ungleichungen zur Einhaltung der
Speicherplatekapasitaeten 2o erfuellen

GBRENZE » SI7EMER + 2%NE -+ 2¥NZ -+ BXNZXNLE + Z60

P atnte sente senes bares vtie vom veees stass S3tes srwes weaes vaese vy Sreve yeTER VRS THORS See0% THONH WONS Seewe Weet

4388 4TRSS COBEE SIran SHeE S4RME Beebe BOSIE 124D Seess Besab busse

{(Der Wert GRENZIE ist im Master—Frogramm des Moduls GITBEBM3
standardmasssig mit 160 000 vereinbart wnd kann bel
Bpeicherplatzproblemen vom Nutzer veraendert werden).

Eigenwertberechming

e o

aerin e

ERENZE  » SI7XNBER o+ NE 9 B6KNZ + ( GXNZ + 4AXNSF + 2@ ) XkNESF -+ 360

45484 7SHT SYORE EIIE 0000 SA040 B90M0 S003C S0urs BIITE Beave 3 THERS TGS BHTSS HISY UROF 170 100D ety SIITE SERP S1SCP BHARE otre OO LRSS SEPRR S1AH 4338 00t SVUTS FARD WEWRS BYSSS S4MY TTIED Seese SeTEY SPRNY SeTEy E39SY D WOTE EVSH TSR STeRe erers Weaer
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mit NBEB Bandbreite (max. aufltretende Knoltenpunktdifferensz
der Struktur)

N Aneahl der Enoten

NZ Areanl der Freihedltsgrade NZ o= 6% (NK — NELF)
mit NELF Anzahl der Festlagerknoten

NLES  Aneahl der statischen Lastfaelle

NEF  Aneahl der Eigenschwingformen

Daraus folgt =.B. fuer einen statischen Lastfall, dass eine
Blhruktuwr mit 2000 Knoten nue dann verarbeitel werden kann,
wanm die maximal aufitretende Enotenpunkitdifferens den Wert
NEE = 224 micht weberschreltet [ NL8=L, NMELF=@ ,0RENIE=140000

Mit der gleichen Enotenpunktdifferens kann jedoch nur eine
Struktur mit 468 Fnoten verarbeitel werden, wenn nur eine
Sehwingform berechnet werden soll [ NEE=Z24 (NRELF=@, N&SF=1 1.

Sy

Fuer Berechnungen mit MAR=Z (Statik wnd Dynamik) sind bedlde
Ungledlohungen =uw erfuel len.,

Daws Frogramm GITEM testelt beide Bedingungen selbstaendig ab.
1 Bandbrel te wiliel i rach e automatischen
Fogtilminimierung berechnete Bandbrelte verwendet.

Der externe Bpeicherplatebedart auf der Festplatte wird im
wasentlichen dureh die Groesse der Btrukturstelfigked tematrix
bastimmt. Die Strukturstelfigkheltsmatrix benoetigl

{ Ni -~ NELF 4+ NFROF ) % 288 Byle

alw Speicherplatz. NFROF ist das Frofil der Struktue-
gtelfigkelbtsmatrin.

Die Iteration bei der Eilgenwertberechnung wird beendet,wenn
saamtliche Eilgenwerte aller gewuenschten Eigenschwingformen
waniger als

EFES = @.,5% Frozent

v den BEigenwerten des vorangegangensn Iterationsschrities
abwaichen. (Die Eigenwerte sind die (uadrate der Eigenkreisg-
frequenzen) .

Ausgegeban werden die Eigenfreguenzen f in M.

Jede Schwingfore wird normiert ausgegeben. Die Normirung
wrfolgt so, dass die jeweils groesste Amplitude aller
Varschiebungswerte der Schwingform den Wert 1 hat. Bel den
Vardrehungen koennen daduwrch auch Werte grosser 1 entstehen.

Bai Fehlerangaben im Berechnungsmodul ‘wird die externe Knoten-—

rammer verwendelt.z.By 17 bedewtelt 17.Knotenname im
uel ldatenfile.
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Bewe Brafikmodul 8 1 T 6 R

Sen4S G108 1100 R SYETE HOTIE BHeOE GRTOS S0beh Bears SsS1E STTIH TINS 1900 BHITD end UV EPe 1S TIULR 80049 S04 MY 0N ooty ot

Bedede Menuwefunkbiomnen
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R bedouwtet @ Rechtsschrawben-Dreehung der Strukbtur um die
gefehse, L o¢ Links=Drehung um 2, U 3 Rechts-Drehung um x,
0o Links-Drehung um 3, Jjewsdils um 1@ Grad.

D bedeutet @ 20 Grad Rechts-Drehung um = und 70 Grad
Links-Drehung wn X.

Die Zentralprojektion (Z) gilt fuer einen 4-fachen Abstand
des Hetrachters vom mittleren Durchmesser des Objektes.
Btandardmagssig wird die 8truktur in Parallelprojektion (F)
geseigh.

Verformung (V) 1 Die statische Verformung wivd im allgemeinen
mit 2B@-facher Vergroesserung der Knotenversohiebungen
praseentiert.,

Werrin das  Maximum  dieser vergrogsserbten Verschiebungen
Grossser als 104 oder Eklelner als 3%  der maximalen
Btruktuwrausdehnung iset, wird der Vergroesserungsfaktor so
veraendert, dass die groesste Verschiebung genauw 104 der
maximalen Strukturausdehnung entspricht.

Die berechneten Eligenschwingformen werden immer s0 normiert,
dass  odie groessste  Verschisbung 10%  der maximalen
Struwk turausdehnung betrasglt.

Beli Darstellung der Belastung (B) werden je Lastfall die
Einzelkragfte und Einzelmomente so normiert, dass die
Ffedllaenge der groessten Kraft und des groessten Momentes
Jeweils 1574 der max. Btrukituravsdehnung entspricht.

Fuer die farbige Darstel lung der Spannungsvertellungen von

Flaechenelementen () wird zusaetzlich eine Datel name.-8F

viarausgesetet, Diese Dateld muss fuer das Beispiel =uvor mit
dem Mpdul GITEP erzeugt werden. '

Boehnitthraft-Modul G T T & K
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Fuer die gesamte Struktur werden zunaschst interne Deateian
- dwischenrechnungen wie im Berechnungsmodul GITEM
aﬁgmlegt. Danach erfolgt fuer die gewuwenschten Elemente
@ine erneute Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen.

piw Behnitthraefte und ~momente gelten fuer das Jeweilige
Elementkoordinatensysten. Sie koennen aber auch wahlweise
auwf das Strukturkoordinatensystem bezogen ausgegeben werden.
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Balkenelemente enthal ten Zug-lheengskrasfie, wenn der l.Wert
in der FumSpalte negabtiv ist und Druck-Laengskrasfte,
wann der L.Wert positiv ist.
Am Bnde der Berechnung entsteht auf der Flatte eine forma-
tierte, sequentielle Datel

rame . B

Diese Datel kann vom Nubtzer mit edinem Editor gelesen oder

mit einem elgenen Frogramm walterverarbeitel werden, um

Fole Spannungen in Balken milt spesiellen Querschnittsprofilen
auboermitteln.

Yed Spannungern fuer Flaschenslemente 6 1 T 6 P
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BITEF liefert Spannungen an den Knoten von Flaechenelemsnten.

lunaschst werden fuer jeden Flaechenslement-knoten die
Varglelochsspannungen von allen angrensenden Flagchenelementen
gemittelt und anschliessend der Grossse nach geordnet
awsgegeben. Damit erhaelt der NMatzer mit wenigen Daten seinen
guten Ueberblick zwr Maximalbeanspruchung der Struktur.

Waiterhin koennen die Spannungsspruenge der angrensenden
Elemente je knoten ,ebenfalls der Groesse nach geordnel,
angezeligt werden. Es handelt sich dabei um relative Werte,
chie auf die groesste in der Struktue vorkommende gemittel te

und relativen Spannungssprusngs. Der Nubtzer kann jedoch
waehlen) wieviel Werte ausgegeben werden: z.B, 12,5
bedeutet Ausgabe von 18 Knoten—8pannungen und S Spannungs-—
G PIELVERTY G BT o

Am Ende der Berechnung entsteht auf der Flatte eine unforma-
tierte Direktzugriffesdatel

name . ~HF
Diese Datel wird vom Grafik-Modul GITER  angefordert, wenn

fuer das Beispiel name die Spannungsvertellung gezeigh
warden soll.
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