
Lineare Lösungsverfahren der Betriebsfestigkeit 

Dieter J oensson 

Die Leistu11gsfäliigkeit linearer Verfahre11 wird an verschiedenen Beispiele11 demonstriert: Zur Beschreibung 
der Wölilerli11ie, des Mittelspannungseinflusses, der Schadensakkumulation sowie stochastischer Bean
spruc/1w1gsprozesse. 

Weiterhin erfolgt eine geometrische Interpretation der Palmgren/Miner-Formel, und es wird auf den Zusam
menha11g zwischen linearer Sclzadensakkumulation und Mittelwertbeschreibung für stochastische Beanspru
chunge11 hingewiesen. 

Wöhlerlinie, Mittelspannungseinfluß, Schadensakkumulation, Mittelwertbildung, stochastische Prozesse 

KpHsast Benepa, snmurne cpeAucro 11anpsDKe11Hst, cyMMHposaune nospe)l(Aennü, ycpeA11e11He, 
CTOXaCTH'JeCKHH 11po1(eCC 

Wöhler's curve, middle stress influence, accumulation of damage, computation of means, 
stochastical processes 

raie de Wöhler, tensien moyennc, dommagc accumulation, Valeur moyenne, irregulier processus a 

1. Einleitung 

In der Betriebsfestigkeit wird die Lebensdauer für stochastisch beanspruchte Bauteile ermittelt. 
Dabei erfolgt die Lebensdauerberechnung vorrangig auf der Basis einer Schadensakkumula
tionshypothese mit den beiden Eingangsgrößen Wöhlcrlinie und stochastische Beanspruchungs
Zeit-Funktion. 

Speziell für die Beschreibung der Schadensakkumulation besteht jedoch die Schwierigkeit, daß 
die Schädigung im Bauteil nicht eindeutig nur einer physikalischen Größe zugeordnet werden 
kann. Bereits bei einstufiger (sinusförmiger) Schwingbeanspruchung gibt es drei typische Ermü
dungsphasen: 

Phase 1: Bildung der Ermüdungsgrundstruktur 
Phase II: Mikrorißentstehung und Ausbildung von Makrorissen 
Phase III: Makrorißausbreitung bis zum Bruch. 

Zu Beginn der Phase 1 sind meßbare werkstoffphysikalische Veränderungen feststellbar, die de
gressiv zunehmen. Parallel dazu entwickeln sich feinste Mikrorisse, die sich vor allem in der 
Phase II zu größeren Rissen vereinigen und schließlich Makrorisse bilden, die in der Phase III 
progressiv bis zum Bruch wachsen. Dieser Schädigungsprozeß kann vereinfacht in Form einer 
nichtlinearen Schädigung D in Abhängigkeit von den Lastwechseln n dargestellt werden, Bild 1. 
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Bild 1: Schematische Darstellung des Schädigungsvcrlaufes D(n) bei Ermüdung schwingend beanspruchter 
Bauteile 

Es wird keine Schädigung (D = 0) bei n = 0 und totale Schädigung (D = 100 % ) für die Bruchlast
wechselzahl n = N8 angenommen. Offensichtlich wird die Schädigung in jeder Ermüdungsphase 
durch andere physikalische Größen repräsentiert. Hinzu kommt, daß identische Bauteile jeweils 
spezifische Schädigungsverläufe aufweisen, so daß sowohl die Anrißlastwechselzahl NA als auch 
N8 streuungsbehaftete Größen sind. Daraus resultieren die großen Streuungen der Wöhlcr
linien. 
Vor dem Hintergrund dieser drei Unsicherheiten (Streuung der Wöhlerlinie, Streuung der Be
anspruchung und Nichterfaßbarkeit der Schädigung in ihrer Komplexität) wurden bisher zahlrei
che lineare und nichtlineare Lösungsverfahren der Betriebsfestigkeit entwickelt.~ Nachfolgend 
wird an einigen ausgewählten Beispielen die Wirksamkeit linearer Regression, einfacher Mittel
wertbildung, linearer Potenzansätze sowie linearer Schadensakkumulation diskutiert. 

2. Beschreibung von Wöhlerlinien 

Wöhlerlinien wurden bereits in verschiedenster Form mathematisch modelliert [ 1]. Neben nicht
linearen Ansätzen hat sich die einfache Exponentialgleichung zur Beschreibung der Zeitfestig
keit bewährt: 

N(aa) = Kw · Oa -qi (1) 

mit 

N: Bruchlastwechselzahl für eine bestimmte Überlebenswahrscheinlichkeit Po 
Oa: Beanspruchungsamplitude 
Kw: Wöhlerlinienkonstante 
<t>: Wöhlerlinienexponent 

GI. (1) stellt im log Oa - log N - Diagramm eine Gerade dar, und die Konstanten Kw und <t> sind 
über lineare Regression ermittelbar, wenn Ergebnisse zu mehr als zwei Spannungshorizonten 
vorliegen. 
Zur Beschreibung der schiefsymmetrischen Verteilung der Einzelwerte je Spannungshorizont 
wird zunehmend die logarithmische Normalverteilung mit zwei Parametern genutzt, für die li
neare Regression im Gauß'schen Wahrscheinlichkeitsnetz anwendbar ist. 
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Unter Annahme logarithmischer Normalverteilung für die Einzelwerte kann die Median-Wöh
lerlinie (Po = 50 % ) nach GI. {l) sogar aus nur einer linearen Regression über alle Einzelwerte 
im log Oa - log N - Diagramm ermittelt werden. 
Die Wirksamkeit linearer Regression bei Wöhlerlinien beruht auf der geringen Stichprobenan
zahl je Spannungshorizont. Mit den wenigen Einzelwerten sind im Sinne der Wahrscheinlich
keitsrechnung nur grobe Schätzungen der Quantilwerte möglich; hier führen Ansätze höherer 
Ordnung oder Verteilungsfunktionen mit mehr Parametern nicht zwangsläufig zu höherer Ge
nauigkeit. 
Das gilt um so mehr für die Dauerfestigkeit. Die auch als deterministische Rechengröße verwen
dete Dauerfestigkeitsgrenze [2--4] stellt gewissermaßen nur eine Punktwolke dar. Auch aufwen
dige Verfahren zur experimentellen Ermittlung einzelner Quantilwerte der Dauerfestigkeit, wie 
das Treppenstufenverfahren [5], das Abgrenzungsverfahren [6] oder die stochastische Approxi
mation [7-8], können nur Schätzwerte liefern, deren Güte an größere Datenmengen gebunden 
ist. 

3. Mittelspannungseinßuß 

Im Ergebnis jeder zweiparametrischen Klassierung entsteht eine zweidimensionale Dichtefunk
tion, die als Markovsche Übergangsmatrix (Korrelationstabelle) darstellbar ist. Nur wenn ein 
komplettes Wöhlerliniensystem für alle in der Markov-Matrix auftretenden Mittelspannungs
werte vorliegt, kann sofort die Lebensdauer berechnet werden. Das aber ist fast immer ausge
schlossen, so daß auf Amplituden umgerechnet werden muß, für die Wöhlerlinien vorhanden 
sind. Hier hat sich ein linearer Ansatz [9] (zitiert in [10]) zur Umrechnung bewährt, der als „Ver
fahren der erweiterten Schwingbreiten" bezeichnet wird: 

mit 

Oae: erweiterte Amplitude ohne Mittelspannung 
0 8 : mittelspannungsbehaftete Amplitude 
Om: Mittelspannung 
ip: Mittelspannungsempfindlichkci t [ 11] 

(2) 

Damit wird ein Wöhlerliniensystem mit nur einem Freiwert '!J postuliert. Um '!J experimentell zu 
ermitteln, sind mindestens 4 Versuchsserien erforderlich: Jeweils auf zwei Spannungshorizonten 
eine Serie ohne Mittelspannung und eine Serie mit 0 01 = 0 01 i, Bild 2. 

z.B. Pü•50% 
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Bild 2: Wöhlerlinien für verschiedene 

Mittelspannungen 
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Dann werden nach statistischer Auswertung daraus zwei Wöhlerlinien für bestimmte Überle
benswahrscheinlichkeit konstruiert und die Differenz 6.o1 und 6.o2 für zwei Bruchlastwechsel N1 
und N2 abgelesen und 'tp = (6.o1 + 6.02)/(2 · 001 ) berechnet. Zusätzliche Wöhlerlinien für andere 
Mittelspannungen können durch arithmetische Mittelung über die Differenzen doi einbezogen 
werden. Ein nichtlinearer Ansatz, z.B. 

aae = Oa + l/J · Om + ~ · Om 
2 (3) 

würde lediglich zwei weitere Versuchsserien für eine Mittelspannung 001 = 00111 zur Bestimmung 
des zweiten Freiwertes~ erfordern. Es muß aber beachtet werden, daß die Mittelspannungsemp
findlichkeit auch von der Blocklänge der Beanspruchung abhängt (12]. Eine Formel höherer 
Ordnung allein führt also noch nicht zur Lösung des Problems, so daß auch hier wieder der li
neare Ansatz eine brauchbare Nährung darstellt. 

Schadensakkumulation 

Als Prototyp für lineare Schadensakkumulation gilt die Formel von Palmgren (13] und Miner 
[14) 

mit 

m 

L> 
N _ k=l 

M- m 

L~. 
k=l 

NM: Lebensdauer nach Palmgren/Miner (hier ohne Berücksichtigung der Dauerfestigkeit) 
k: Beanspruchungsstufe 
m: Anzahl der Stufen je Teilfolge 
nk: Anzahl der Lastwechsel je Stufe 
Nk: Bruchlastwechsel der Stufe k 

(4) 

GI. (4) setzt lineare Schädigung voraus, d. h. in Bild 1 eine Gerade als Schädigungsverlauf. Die 
Lebensdauer NM kann auch geometrisch hergeleitet werden [14]: 
Gegeben sei eine Dreistufen-Beanspruchung, Bild 3a. Die drei Blockstufen bilden eine Teil
folge, die theoretisch unendlich fortgesetzt wird. Aus der Wöhlerlinie folgt zunächst die Lebens
dauer Nk für jede Amplitude Oab z.B. nach GI. (1). 
Jeweils bei Nk hat die lineare Schädigung den Wert Eins, Bild 3b, so daß für jede Stufe k nur ein 
anderer Schädigungsanstieg („Schädigungsgradient 6.Dk = 1/Nk" [15-17]) vorhanden ist. Nach 
nk Lastwechseln entsteht ein proportionaler Schädigungsanteil dDk = nk/Nk, und für die Teil
folge mit 

556 

m 

118„ = L n.(hier m = 3) gilt der Teilschaden 

k=l 

m 

dD„, = L 
k=l 
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Bild 3a, b, c: Geometrische Interpretation der linearen Schadensakkumulationshypothcsc von 
Palmgren/Miner 

Da die Teilfolge unendlich wiederholt wird, läßt sich dieser Vorgang geometrisch als lineare Pro
jektion darstellen. Dabei wird im Bild 3c von Null über den Punkt P bis zum Schnittpunkt S bei 
D = 100 % projiziert. Der entsprechende Abszissenwert ist bereits die Lebensdauer NM nach GI. 
(4), wegen 

m 

100%: L dDk=NM:n8,; 

k=l 

In dieser Weise wird die Reihenfolgeunabhängigkeit der Palmgren/Miner-Formel anschaulich 
sichtbar. Jede Vertauschung der Blockstufen kund sogar deren Einzel-Lastwechsel führt näm
lich exakt auf den gleichen Projektionspunkt P (Bild 3c) und damit auf die gleiche Lebensdauer. 
Verschiedene andere Schadensakkumulationshypothesen, einschließlich bruchmechanischer 
Ansätze, lassen sich auf die Palmgren/Miner-Formel zurückführen [18-19). Als geeignetes Kri-
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terium zur Klassifizierung erweist sich dabei die „kinetische Schadensgleichung" dD/dt bzw. dD/ 
dn (19, S.159] und [20, SS.487]. Wenn die kinetische Schadensgleichung in ein Produkt zweier 
unabhängiger Funktionen f 1 (D) und f 2( o) zerlegbar ist, handelt es sich um lineare Schadensakku
mulation. In Abweichung zu (19] sollte jedoch zwischen linearer Schadensakkumulation und 
Palmgren/Miner-Formel unterschieden werden. In [15-17] wurde gezeigt, daß Gl. (4) einem 
arithmetischen Mittelwert von linearen Schädigungsgradienten entspricht, und es wurde eine 
neue Formel vorgeschlagen, die auf dem quadratischen Mittelwert beruht: 

m 

L> 
Ni_k=l 

L - m 

L~„ 
k=l 

(5) 

Zu GI. (5) gehört die kinetische Schadensgleichung dD/dn = l/[N(o)]2
, d. h., es entsteht wie bei 

Gl. (4) ein Produkt unabhängiger Funktionen f1(D) und f2(0) [19]. 

Mit anderen Worten: Lineare Schadensakkumulation bedeutet Mittelwertbildung. In diesem 
Sinne repräsentiert sowohl GI. (4) als auch GI. (5) lineare Schadensakkumulation. Die Palm
gren/Miner-Formel als arithmetischer Mittelwert ist somit nur eine der möglichen linearen Theo
rien. 
Übrigens führt die Postulierung nichtlinearer Schädigung nicht automatisch zu nichtlinearer 
Schadensakkumulation. Bei Annahme nichtlinearer Schädigungszunahme in Bild 3b ergäbe sich 
zwar ein anderer Punkt P im Bild 3c, aber dieser neue Punkt würde bei jeder Block-Vertau
schung erneut entstehen. Erst wenn zusätzlich noch die bis nk erreichte Vorschädigung berück
sichtigt wird, entsteht echte Reihenfolgeabhängigkeit. Nichtlineare Schadensakkumulation ist 
also nichtlineare Schädigung plus Berücksichtigung der „Vorgeschichte". Ist eine der beiden Be
dingungen nicht erfüllt, entsteht sofort wieder lineare Schadensakkumulation. 
Daraus folgt ein wesentlich höherer Aufwand für nichtlineare Schadensakkumulation. Neben 
dem nichtlinearen Schädigungsverlauf muß auch die Wirkung der Vorschädigung experimentell 
bestimmt werden, und die Berechnung selbst ist für jeden Lastzyklus bis zum Anriß NA bzw. bis 
zum Bruch erforderlich, weil eine „Projektion" wieder lineare Schadensakkumulation bedeuten 
würde. 

S. Stochastischer Beanspruchungsprozeß 

Zur Lebensdauerberechnung werden Klassierergebnisse oder Spektralwerte (15] der stochasti
schen Beanspruchung benötigt. Diese Werte resultieren aus der Verarbeitung eines „regellosen" 
Beanspruchungs-Zeit-Verlaufes o(t). Es sollte beachtet werden, daß ein derartiger Verlauf im
mer nur eine willkürlich ausgewählte Realisierung des Beanspruchungsprozesses darstellt, wäh
rend der Prozeß in Wirklichkeit aus n Realisierungen besteht. Mit der Auswahl und Bearbeitung 
einer Realisierung wird vorausgesetzt, daß der betrachtete Prozeß stationär und ergodisch ist. 
Die Verarbeitung der einen Realisierung bedeutet grundsätzlich, daß der Prozeß durch Zeitmit
tclung beschrieben wird. Jede Mittelung aber hebt die Reihenfolge auf. Insofern sind die intuitiv 
entwickelten linearen Schadenakkumulationshypothesen dieser Beanspruchungsprozeß-Be
schreibung adäquat. 
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6. Zusammenfassung 

Lineare Lösungsverfahren sind vor allem dann zweckmäßig, wenn die statistische Absicherung 
Probleme bereitet. Zum Teil haben sich lineare Verfahren erst im Ergebnis langjähriger Erfah
rungen in der Betriebsfestigkeit durchgesetzt. 
Wenn erkennbar ist, daß die Treffsicherheit linearer Ansätze erschöpft ist, sollten auch nichtli
neare Verfahren genutzt werden. Diese erfordern jedoch immer einen deutlich höheren experi
mentellen Aufwand. 
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